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Γνωρίζω, οι πρόλογοι των βιβλίων είναι ενδεχομένως το πιο σίγουρο τμήμα τους που 
κανένας δε διαβάζει. Στην πραγματικότητα όμως, αν και προτάσσονται, αποτελούν τον 
επίλογο μιας δουλειάς, αυτής του συγγραφέα. Γιατί κακά τα ψέματα, για να γράψεις τον 
πρόλογο, οφείλεις σίγουρα να έχεις ολοκληρώσει τη συγγραφή του υπόλοιπου μέρους.  

Όταν το βιβλίο βέβαια πραγματεύεται Μαθηματικές έννοιες, ίσως τελικά η ευχή θα ήταν να 
μην είναι ο πρόλογος το μόνο κομμάτι που θα αναγνωστεί… 

Τέλος πάντων, για να μην μακρηγορώ, μετά από 18 χρόνια στην εκπαίδευση αποφάσισα να 
αποτυπώσω σκέψεις στο χαρτί. Απλά, έτσι όπως θα μου άρεσε  να έχουν διδάξει σε εμένα 
τα Μαθηματικά. Και με έναν τρόπο που φτάνει στην ουσία χωρίς περιττές πληροφορίες. 

Το βιβλίο που κρατάτε στα χέρια σας, δε διαβάζεται όπως οποιοδήποτε άλλο βιβλίο 
Μαθηματικών. Σίγουρα δεν προορίζεται για ανάγνωση από την αρχή προς το τέλος. Εδώ 
όμως μπορείτε να βρίσκετε καταφύγιο κάθε φορά που κάτι «σας λείπει». Οποτεδήποτε 
νοιώθετε πως κάτι δεν το μάθατε στην ώρα του ή απλά έχει ξεθωριάσει ή χαθεί από τη 
μνήμη σας. Ακόμη και για άγνωστες σας έννοιες, για τμήματα ύλης που ως τώρα δεν είχατε 
ακούσει, υπάρχουν οι επαρκείς πληροφορίες για να σας κάνουν να αντιληφθείτε όσα 
απαιτούνται για να τις χρησιμοποιήσετε.  

Τα «Μαθημαγικά» εξελίσσονται εδώ και 12 χρόνια. Θα συνεχίσουν να εξελίσσονται, όσο 
συναντάω απορίες μαθητών που μπορούν να απαντηθούν με απλό και ειλικρινή τρόπο.  

Καλή πλοήγηση, 

Στράτος Ασημέλλης 

Αθήνα, Αύγουστος 2013 
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Οι κυριότερες ιδιότητες των δυνάμεων περιέχονται στον παρακάτω πίνακα.  

Α 

κεφάλαιο 

1 βασικές έννοιες 
ιδιότητες δυνάμεων 

αν ∙ αµ = αν+µ 

αν

αµ
= αν−µ 

αν ∙ βν = (α ∙ β)ν 

αν

βν
= �

α
β
�
ν
 

α0 = 1 

α1 = α 

α−x =
1
αx

 

(αν)µ = αν∙µ 

α
ν
µ = √αν

µ
 

�
α
β
�
−x

= �
β
α
�
x

 

 
αν = α ∙ α ∙ α ∙ α ∙ …���������

              ν φορές
 , ν ∈ ℕ 
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Οι κυριότερες αλγεβρικές ταυτότητες φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Β αλγεβρικές ταυτότητες 

 
(α + β)2 = α2 + 2 ∙ α ∙ β + β2 

(α − β)2 = α2 − 2 ∙ α ∙ β + β2 

(α + β)3 = α3 + 3 ∙ α2 ∙ β + 3 ∙ α ∙ β2 + β3 

(α − β)3 = α3 − 3 ∙ α2 ∙ β + 3 ∙ α ∙ β2 − β3 

α2 − β2 = (α + β) ∙ (α − β) 

α3 + β3 = (α + β) ∙ (α2 − α ∙ β + β2) 

α3 − β3 = (α − β) ∙ (α2 + α ∙ β + β2) 

αν + βν = (α + β) ∙ (αν−1 − αν−2 ∙ β + αν−3 ∙ β2 − ⋯+ α ∙ βν−2 − βν−1) 

αν − βν = (α − β) ∙ (αν−1 + αν−2 ∙ β + αν−3 ∙ β2 + ⋯+ α ∙ βν−2 + βν−1) 

(α + β + γ)2 = α2 + β2 + γ2 + 2 ∙ α ∙ β + 2 ∙ α ∙ γ + 2 ∙ β ∙ γ 
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Οι κυριότερες ιδιότητες της (τετραγωνικής ή ανώτερης τάξης) ρίζας πραγματικού 
αριθμού, παρουσιάζονται παρακάτω. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΠΡΟΣΟΧΗ χρειάζεται να επιδεικνύουμε στην εφαρμογή της τρίτης και της τέταρτης 
ιδιότητας, γιατί ενδεχομένως μπορούμε να οδηγηθούμε σε λάθη: 
 

Για παράδειγμα, πάντα ισχύει  √2
√3

= �2
3
  αλλά όχι και  �2

3
= �−2

−3
= √−2

√−3
. 

 

Επίσης, για να ορίζεται η ποσότητα �x−2
4+y

  θα πρέπει (x − 2) ∙ (4 + y) ≥ 0, δηλαδή 

το x-2 και το 4+y να είναι ομόσημα. 
 

Όμως, για να ορίζεται η ποσότητα  √x−2
�4+y

  θα πρέπει x − 2 ≥ 0 και 4 + y > 0, 

δηλαδή και οι δύο ποσότητες οφείλουν να είναι θετικές ή μηδέν (ο παρονομαστής 
διάφορος του μηδενός). 
  

Γ ρίζα πραγματικού αριθμού 

√x
2

= x με x ≥ 0 

�x2 = |x| 

√α

�β
= �

α
β

 

√α ∙ �β = �α ∙ β 

√αµν = α
µ
ν  

√αν∙ρν∙μ = √αρμ
 

�√αμν
= √αν∙μ  
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Για τη ρητοποίηση κλάσματος που έχει ως παρονομαστή ριζικά ή μιγαδική 
ποσότητα, πολλαπλασιάζουμε τον αριθμητή και τον παρονομαστή του κλάσματος, 
με τη συζυγή παράσταση του παρονομαστή, σύμφωνα με τον πίνακα που 
ακολουθεί. 
 
 

παρονομαστής συζυγής παράσταση 
√α √α 
√αν
µ

 √αμ−νμ  
√α − �β √α + �β 

√α + �β √α −�β 
α + βi α − βi 
α − βi α+ βi 

 
 
 
 
 
Τα σημαντικότερα σύνολα αριθμών, είναι τα παρακάτω: 
 

σύμβολο όνομα ερμηνεία 
ℕ φυσικοί {0,1,2,3, … } 
ℤ ακέραιοι {…− 3,−2,−1,0,1,2,3, … } 
ℚ ρητοί στους ρητούς αριθμούς ανήκουν δύο μεγάλες 

κατηγορίες αριθμών: 
 οι απειροψήφιοι περιοδικοί αριθμοί  
π.χ. 3,723232323… 

 οι πεπερασμένοι δεκαδικοί π.χ. 7,35 
ℝ−ℚ άρρητοι στους άρρητους αριθμούς ανήκουν οι 

απειροψήφιοι μη περιοδικοί αριθμοί π.χ. √7, π, e   
ℝ πραγματικοί το σύνολο ρητών και άρρητων αριθμών 

σχηματίζει το σύνολο των πραγματικών αριθμών 
𝕀 φανταστικοί είναι αριθμοί της μορφής β ∙ i, με β ∈  ℝ και i η 

φανταστική μονάδα 
ℂ μιγαδικοί είναι αριθμοί της μορφής α + βi με α ∈  ℝ, 

β ∈  ℝ και i η φανταστική μονάδα 
 
  

Δ ρητοποίηση κλάσματος 

Ε σύνολα αριθμών 
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Διαγραμματικά, τα σύνολα αριθμών παριστάνονται ως εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

ℝ−ℚ 
 

ℕ 
 

ℤ 
ℚ 
 

ℝ 

 ℂ 

 ℝ  𝕀 
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Οι συνηθέστερα εμφανιζόμενοι περιορισμοί στην Άλγεβρα είναι: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Σε κλάσματα ζητάμε ΠΑΡΟΝΟΜΑΣΤΕΣ ≠ 0 
 

 Στις ρίζες ζητάμε τα ΥΠΟΡΙΖΑ ≥ 0 
 

 Στο logαx ζητάμε 0 < α ≠ 1  και x > 0 
 

 Στην εφx ζητάμε x ≠ κπ + π
2

, κ ∈ ℤ  
 

 Στη σφx ζητάμε  x ≠ κπ, κ ∈ ℤ 
 

ΣΤ οι περιορισμοί στην άλγεβρα 
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Εξίσωση, είναι κάθε ισότητα που περιέχει κάποιον άγνωστο, την τιμή του οποίου 
καλούμαστε να προσδιορίσουμε. Ο βαθμός μιας εξίσωσης καθορίζεται από τη 
μεγαλύτερη δύναμη του αγνώστου (συνήθως ο άγνωστος συμβολίζεται με το 
γράμμα x). Έτσι όταν ο άγνωστος εμφανίζεται υψωμένος στην πρώτη μόνο δύναμη, 
η αντίστοιχη εξίσωση ονομάζεται πρώτου βαθμού. 

Η γενική μορφή της εξίσωσης πρώτου βαθμού είναι: 

 

 

Το διάγραμμα ροής για την επίλυση της εξίσωσης πρώτου βαθμού είναι: 

 

 

 

α∙x+β=0 

αν α≠0 αν α=0 

Α1 

κεφάλαιο

2 εξίσωση πρώτου βαθμού 

επίλυση της εξίσωσης πρώτου βαθμού 

α ∙ x + β = 0 

x = −
β
α

 αν β≠0 αν β=0 

αδύνατη αόριστη 
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Στην ουσία, όταν μας δώσουν μια εξίσωση πρώτου βαθμού, για να τη λύσουμε 
ακολουθούμε την παρακάτω πορεία: 

 

  

βήμα 1 
• Κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών (αν υπάρχουν 

παρονομαστές) 

βήμα 2 
• Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους (άγνωστοι θεωρούνται τα 

μονώνυμα που περιλαμβάνουν τον άγνωστο) 

βήμα 3 
• Εκτελούμε τυχόν πράξεις που μπορούν να γίνουν 

βήμα 4 

 
• Διαιρούμε και τα δύο μέλη με το συντελεστή του αγνώστου (με 

την προϋπόθεση αυτός να είναι διάφορος του μηδενός. Αν δεν 
είμαστε βέβαιοι για αυτό, θα πρέπει να κάνουμε διερεύνηση). 



 
 

Σ. Ασημέλλης 

Μαθημαγικά 

9 

παράδειγμα  

Να λυθεί η εξίσωση: 
3

1x5x
6

x5
2

1x3 −
+=

−
−

−
. 

Λύση 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών, 
πολλαπλασιάζοντας κάθε όρο της 

εξίσωσης με το Ε.Κ.Π. 

Κάνουμε τις πράξεις 
(πολλαπλασιασμούς) 

Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους 

Διαιρούμε με το συντελεστή του 
αγνώστου 
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Αν μια εξίσωση πρώτου βαθμού κατά την επίλυσή της οδηγηθεί σε άτοπο, είναι 
ΑΔΥΝΑΤΗ.  

Αν μια εξίσωση πρώτου βαθμού κατά την επίλυσή της οδηγηθεί σε κάτι αυτονόητα 
ορθό, είναι ΑΟΡΙΣΤΗ. 

 

Παραδείγματα: Να λυθούν οι εξισώσεις 

1. 
3x−2
4

= x − x−5
4

 
 

2. 
x+2
3

= 5x+4
6

− x
2
 

 

Λύση 

1. 
3x−2
4

= x − x−5
4

 
 

 

4 ∙
3x − 2

4 = 4 ∙ x − 4 ∙
x − 5

4  

 

Απαλοιφή παρονομαστών 

3x − 2 = 4x − (x − 5) 
 

 

3x − 2 = 4x − x + 5 
 

Κάνουμε πράξεις 

3x − 2 = 3x + 5 
 

 

3x − 3x = 2 + 5 
 

Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους 

0x = 7 
 

 

0 = 7 
 

 

Αδύνατη 
 

 

 

 

Α 2 ειδικές περιπτώσεις εξίσωσης πρώτου βαθμού  
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2. 
x+2
3

= 5x+4
6

− x
2

  

6 ∙
x + 2

3 = 6 ∙
5x + 4

6 − 6 ∙
x
2 

 

Απαλοιφή παρονομαστών 

2(x + 2) = 5x + 4 − 3x 
 

Κάνουμε πράξεις 

2x + 4 = 5x + 4− 3x 
 

 

2x − 5x + 3x = 4 − 4 
 

Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους 

0x = 0 
 

 

0 = 0 
 

 

Αόριστη 
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Στις παραμετρικές εξισώσεις πρώτου βαθμού, εκτός από τον άγνωστο x, υπάρχει και 
άλλο γράμμα (συνήθως συμβολίζεται λ). Αυτό το γράμμα δεν πρέπει να 
αντιμετωπίζεται ως άγνωστος. Πρόκειται για ένα γράμμα, που ανάλογα με τις τιμές 
που λαμβάνει, τροποποιεί την εξίσωση. Έτσι η παράμετρος μπορεί να καταστήσει 
μια εξίσωση αδύνατη, να την κάνει να έχει μία λύση ή άπειρες λύσεις.  

Για να μπορέσουμε να βρούμε τον τρόπο που η παράμετρος επιδρά στην εξίσωση 
στην οποία περιέχεται, οφείλουμε να κάνουμε διερεύνηση, δηλαδή να εξετάσουμε 
τι θα συμβεί για κάθε διαφορετική τιμή της παραμέτρου.  

Η διαδικασία που ακολουθείται για την επίλυση μιας παραμετρικής εξίσωσης 
πρώτου βαθμού περιγράφεται στο παρακάτω διάγραμμα. 

 

  

Κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών 
(αν υπάρχουν παρονομαστές) 

Χωρίζουμε γνωστούς από άγνωστους 
(άγνωστοι θεωρούνται τα μονώνυμα που περιλαμβάνουν τον άγνωστο) 

ΠΡΟΣΟΧΗ! Η παράμετρος ΔΕΝ ΕΙΝΑΙ ΑΓΝΩΣΤΟΣ 

Εκτελούμε τυχόν πράξεις που μπορούν να γίνουν 

Διερευνούμε τις περιπτώσεις: 
Α. ο συντελεστής του αγνώστου να μην είναι μηδέν 
Β. ο συντελεστής του αγνώστου να είναι μηδέν 

Β παραμετρική εξίσωση πρώτου βαθμού  
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Παράδειγμα: Για τις διάφορες τιμές του λ ∈ ℝ, να λυθεί η εξίσωση  

4− 5λx − λ2 = −λ2x − 6x 

Λύση 

4− 5λx − λ2 = −λ2x − 6x Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους 
λ2x − 5λx + 6x = λ2 − 4 Κάνουμε πράξεις 

�λ2 − 5λ + 6�x = (λ − 2)(λ + 2)  
(λ − 2)(λ − 3)x = (λ − 2)(λ + 2) ΔΕ ΔΙΑΙΡΟΥΜΕ ΜΕ ΤΟ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ ΤΟΥ 

ΑΓΝΩΣΤΟΥ ΑΦΟΥ ΔΕ ΓΝΩΡΙΖΟΥΜΕ ΑΝ 
ΕΙΝΑΙ Ή ΌΧΙ ΔΙΑΦΟΡΟΣ ΤΟΥ ΜΗΔΕΝΟΣ 

 

Στο σημείο αυτό αρχίζουμε τη διερεύνηση: 

Α. Αν (λ − 2)(λ− 3) ≠ 0 τότε: Β. Αν (λ − 2)(λ − 3) = 0  τότε: 
(λ − 2)(λ − 3)
(λ − 2)(λ − 3) x =

(λ − 2)(λ + 2)
(λ − 2)(λ− 3) 

Αν λ=2 τότε: Αν λ=3 τότε: 

x =
λ + 2
λ − 3 

0x = 0  0x = 5 

μοναδική λύση αόριστη αδύνατη 
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Μεταξύ των μελών μιας εξίσωσης μπορούμε: 

να προσθέτουμε τον ίδιο αριθμό 
 

α = β ⇒ α+ γ = β + γ 

να αφαιρούμε τον ίδιο αριθμό 
 

α = β ⇒ α− γ = β − γ 

να πολλαπλασιάζουμε με τον ίδιο αριθμό 
 

α = β ⇒ α ∙ γ = β ∙ γ 

να διαιρούμε με τον ίδιο, μη μηδενικό αριθμό α = β ⇒
α
γ =

β
γ 

 

 

 

Δύο εξισώσεις μπορούμε κατά μέλη: 

να τις προσθέτουμε 
 

α = β
γ = δ� ⇒ α + γ = β + δ 

να τις αφαιρούμε 
 

α = β
γ = δ� ⇒ α − γ = β − δ 

να τις πολλαπλασιάζουμε 
 

α = β
γ = δ� ⇒ α ∙ γ = β ∙ δ 

να τις διαιρούμε, αρκεί βέβαια να μη 
διαιρούμε με το μηδέν 

α = β
γ = δ� ⇒

α
γ =

β
δ ,µε γ ∙ δ ≠ 0 

 

Γ επιτρεπτές πράξεις στα μέλη μιας εξίσωσης  

Δ επιτρεπτές πράξεις στα μέλη δύο εξισώσεων  
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Στθν ανίςωςθ πρϊτου βακμοφ, το x εμφανίηεται υψωμζνο μόνο ςτθν πρϊτθ 

δφναμθ. Η λφςθ μιασ ανίςωςθσ, ςυνικωσ οδθγεί ςε διαςτιματα λφςεων (ςφνολα 

τιμϊν).  

Για να λφςουμε μια ανίςωςθ πρϊτου βακμοφ, ακολουκοφμε τα ςτάδια επίλυςθσ 

μιασ εξίςωςθσ πρϊτου βακμοφ. Η μόνθ διαφορά προκφπτει ςτο τελικό βιμα, ςε 

περίπτωςθ που ο ςυντελεςτισ του αγνϊςτου είναι αρνθτικόσ, οπότε και αλλάηουμε 

τθ φορά τθσ ανίςωςθσ. 

Η πορεία επίλυςθσ μιασ ανίςωςθσ πρϊτου βακμοφ είναι αυτι που παρουςιάηεται 

ςτο παρακάτω διάγραμμα. 

 

Κάνουμε απαλοιφι παρονομαςτϊν 

(αν υπάρχουν παρονομαςτζσ) 

Χωρίηουμε γνωςτοφσ από άγνωςτουσ 

(άγνωςτοι κεωροφνται τα μονϊνυμα που περιλαμβάνουν 
τον άγνωςτο) 

Εκτελοφμε τυχόν πράξεισ που μποροφν να γίνουν 

Αν ο ςυντελεςτισ του αγνϊςτου 
είναι κετικόσ. 

 

Διαιροφμε και τα δφο μζλθ με το 
ςυντελεςτι του αγνϊςτου και θ 
φορά τθσ ανίςωςθσ διατθρείται. 

Αν ο ςυντελεςτισ του αγνϊςτου 
είναι αρνθτικόσ. 

 

Διαιροφμε και τα δφο μζλθ με το 
ςυντελεςτι του αγνϊςτου και θ 

φορά τθσ ανίςωςθσ αλλάηει. 

Α1 

κεφάλαιο

3 
ανίςωςθ πρϊτου βακμοφ 

επίλυςθ τθσ ανίςωςθσ πρϊτου βακμοφ 
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Συνικωσ θ λφςθ μιασ ανίςωςθσ είναι ζνα ςφνολο τιμϊν, δθλαδι ζνα διάςτθμα. 

Παρακάτω δίνονται οι μορφζσ των διαςτθμάτων που εμφανίηονται πιο ςυχνά. 

 
Περιγραφι Λφςθσ 

 

 
Διάςτθμα 

 
Απεικόνιςθ διαςτιματοσ 

 
 

  α 
 

 
 

         

 
 
 
 
 

 
 

  α 

 
 

         
 

 
 
 
 
 

 
 

    α 
 

 
 

        

 
 
 
 
 

 
 

  α 

 
 

    {α} 
 

 
 
 
 
 

 
 

β    α ι   γ 
 

 
 

   α β  { } 
 

 
 
 
 
 

 

  

Β τρόποι ζκφραςθσ διαςτθμάτων 

 ∞   α            +∞

  
ο 

 ∞   α            +∞

  • 

ο 
 ∞     α                β         +∞

  
ο 

ο 

 ∞     α β γ          +∞

  
ο • 

 ∞  α            +∞
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Μεταξφ των μελϊν μιασ ανιςότθτασ μποροφμε: 

να προςκζτουμε τον ίδιο αρικμό 
 

            

να αφαιροφμε τον ίδιο αρικμό 
 

            

να πολλαπλαςιάηουμε με τον ίδιο μθ μθδενικό αρικμό, οπότε: 

αν ο αρικμόσ με τον οποίο πολλαπλαςιάηουμε 
είναι ΘΕΣΙΚΟ΢, θ φορά τθσ ανιςότθτασ 
διατθρείται: 

   
γ  
⇒          

αν ο αρικμόσ με τον οποίο πολλαπλαςιάηουμε 
είναι ΑΡΝΗΣΙΚΟ΢, θ φορά τθσ ανιςότθτασ 
ΑΛΛΑΖΕΙ: 

   
γ  
⇒          

να διαιροφμε με τον ίδιο, μθ μθδενικό αρικμό, οπότε: 

αν ο αρικμόσ με τον οποίο διαιροφμε είναι 
ΘΕΣΙΚΟ΢, θ φορά τθσ ανιςότθτασ διατθρείται: 

   
γ  
⇒  

 

 
 

 

 
 

αν ο αρικμόσ με τον οποίο διαιροφμε είναι 
ΑΡΝΗΣΙΚΟ΢, θ φορά τθσ ανιςότθτασ ΑΛΛΑΖΕΙ: 

   
γ  
⇒  

 

 
 

 

 
 

 

ΠΡΟ΢ΟΧΗ! Αντιςτροφι μιασ ανιςότθτασ με ομόςθμα μζλθ ςυνεπάγεται και 

αντιςτροφι τθσ φοράσ τθσ. 

 

 

 

ΠΡΟ΢ΟΧΗ! Αντιςτροφι μιασ ανιςότθτασ με ετερόςθμα μζλθ ςυνεπάγεται 

διατιρθςθ τθσ φοράσ τθσ. 

 

 

  

Γ πράξεισ επιτρεπτζσ ςτα μζλθ μιασ ανιςότθτασ  

  

    0  
1

 
 

1

 
 0      

1

 
 

1

 
 

  
Αν    , με   0 και   0, τότε ιςχφει:   

1

α
 

1

β
 



 
 

Σ. Αςθμζλλθσ 

Μακθμαγικά 

18 

 

 

 

Δφο ανιςότθτεσ μποροφμε κατά μζλθ: 

να τισ προςκζτουμε (ζχοντασ βζβαια τθν ίδια 
φορά) 

   
   

}          

να τισ πολλαπλαςιάηουμε, αρκεί όλα τουσ τα 
μζλθ να είναι κετικά 

    0
    0

}          

 

ΠΡΟ΢ΟΧΗ! Δεν ζχουμε δικαίωμα να αφαιροφμε ι να διαιροφμε τα μζλθ δφο 

ανιςοτιτων. 

 

Δ πράξεισ επιτρεπτζσ ςτα μζλθ δφο ανιςοτιτων  
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Η εξίσωση δευτέρου βαθμού στην πλήρη της μορφή ονομάζεται τριώνυμο, γιατί 
αποτελείται από τρία μονώνυμα. Η γενική μορφή της είναι: 

 

 

Η ακολουθία βημάτων για την επίλυση μιας τέτοιας εξίσωσης είναι η παρακάτω: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Α 

κεφάλαιο

4 τριώνυμο 
επίλυση της εξίσωσης δευτέρου βαθμού 

0γxβxα 2 =++  με 0α ≠  

 

Φέρνουμε την εξίσωση (αν δεν είναι ήδη) στη μορφή 

0γxβxα 2 =++  

Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα αγ4βΔ 2 −=  

 

x1 =
−β + √Δ

2α
 

x2 =
−β − √Δ

2α
 

 

 

 

 

x1,2 = −
β

2α
 

 

 

 

 

 

 Αν Δ>0 

τότε η εξίσωση 
έχει δύο ρίζες 
(λύσεις), άνισες 
μεταξύ τους 

 

Αν Δ=0 

τότε η εξίσωση 
έχει μία ρίζα 
(λύση) διπλή 

 

Αν Δ<0 

τότε η εξίσωση 
είναι αδύνατη στο 
ℝ 

Στο σύνολο ℂ 
των μιγαδικών 
αριθμών, έχει 
δύο λύσεις, τις  

x1 = −β+i∙√−Δ
2α

  

και x2 = −β−i∙√−Δ
2α
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Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες η εξίσωση δευτέρου βαθμού δεν είναι πλήρης, 
δηλαδή απουσιάζει κάποιο από τα μονώνυμα πρώτου ή μηδενικού βαθμού 
(σταθερός όρος). Είναι προφανές ότι αν απουσιάζει το μονώνυμο δευτέρου 
βαθμού, τότε η εξίσωση δεν είναι δευτέρου βαθμού και για τη λύση της 
ακολουθούμε την πορεία που προβλέπεται για τις εξισώσεις πρώτου βαθμού. Η 
γενική πορεία επίλυσης για την εξίσωση δευτέρου βαθμού που περιγράψαμε 
προηγούμενα, βρίσκει εφαρμογή και στις ειδικές περιπτώσεις που θα μελετήσουμε, 
εντούτοις θεωρείται ταχύτερη η λύση τους με τις παρακάτω μεθόδους. 

 

 

  

αν β=0 τότε η μορφή που λαμβάνει η εξίσωση είναι αx2+γ=0 

η πορεία επίλυσης σε αυτή την περίπτωση είναι η ακόλουθη: 
  

    

αν γ=0 τότε η μορφή που λαμβάνει η εξίσωση είναι αx2+βx=0 

 
η πορεία επίλυσης σε αυτή την περίπτωση είναι η ακόλουθη: 

 
  

μία τέτοια εξίσωση δεν μπορεί ποτέ να είναι αδύνατη  
  

Β ειδικές περιπτώσεις εξίσωσης δευτέρου βαθμού  

α
γxγxα0γxα 222 −=⇔−=⇔=+  

αν − γ
α
≥ 0 

 x1,2 = ±�− γ
α
 

 

αν − γ
α

< 0 

η εξίσωση είναι ΑΔΥΝΑΤΗ 

αx2 + βx = 0 ⟺ x(αx + β) = 0 ⟺ x = 0 ή x = −
β
α
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Η παραγοντοποίηση του τριωνύμου, μας βοηθάει να μετατρέπουμε τα μονώνυμα 
του σε γινόμενο όρων πρώτου βαθμού. Έτσι επιλύονται ευκολότερα ανισώσεις 
δευτέρου βαθμού και απλοποιούνται κλάσματα με πολυωνυμικούς όρους. 

Για να παραγοντοποιήσουμε ένα τριώνυμο, θα πρέπει πρώτα να προσδιορίσουμε 
τις ρίζες (λύσεις) του. Στη συνέχεια, βασιζόμαστε στο διάγραμμα του πίνακα που 
ακολουθεί. 

 

 

 

 

 

  

Γ παραγοντοποίηση τριωνύμου  

  
αx2 + βx + γ = 0 

α(x − x1)(x − x2) = 0 

αν Δ>0 

τότε το τριώνυμο 
λαμβάνει τη μορφή: 

όπου x1, x2 οι ρίζες 
(λύσεις) του τριωνύμου 

α�x − x1,2�
2

= 0 

αν Δ=0 

τότε το τριώνυμο 
λαμβάνει τη μορφή: 

όπου x1,2 η διπλή ρίζα 
(λύση) του τριωνύμου 

αν Δ<0 

τότε το τριώνυμο δεν 
παραγοντοποιείται  
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Το τριώνυμο αx2 + βx + γ, ανεξάρτητα από το αν έχει ή όχι τιμές μηδενισμού 
(ρίζες), για κάθε τιμή που αντικαθιστούμε στη θέση του x, μας δίνει ένα 
αποτέλεσμα. Αυτό το αποτέλεσμα είναι άλλοτε θετικό, άλλοτε αρνητικό και άλλοτε 
μηδέν. Το παρακάτω διάγραμμα μας βοηθάει να προβλέψουμε το πρόσημο αυτού 
του αποτελέσματος. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Δ πρόσημο τριωνύμου  

  

αx2 + βx + γ 

αν Δ>0 

  

   
ομόσημο 

του α 
ετερόσημο 

του α 
ομόσημο 

του α 
 

αν Δ=0 

 

  
ομόσημο  

του α 
ομόσημο  

του α 
 

αν Δ<0 

 

 
ομόσημο  

του α  
 

-∞          x1             x2       +∞ 

 

 
   0 0 

-∞               x1,2        +∞ 

 

 
 0 

-∞                        +∞ 
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Αν έχουμε ένα τριώνυμο αx2 + βx + γ = 0, το οποίο έχει λύσεις, τότε ένας 
σύντομος τρόπος για να τις προσδιορίσουμε, χωρίς τη χρήση διακρίνουσας, είναι με 
τη βοήθεια των τύπων του Vieta. 

Στην ουσία για να βρούμε τις ρίζες του τριωνύμου σκεφτόμαστε ως εξής: 

 

 

Έτσι, εύκολα το τριώνυμο αx2 + βx + γ = 0, μπορεί τελικά να μετασχηματιστεί σε 

 

 

 

 

Τα παραπάνω αποδεικνύονται με βάση την πορεία που ακολουθεί: 

  

βήμα 1 

βήμα 2 

Ε τύποι  Vieta 

ψάχνουμε δύο αριθμούς που όταν τους προσθέτουμε θα μας 

δίνουν  S = − β
α
 

ψάχνουμε δύο αριθμούς που όταν τους πολλαπλασιάζουμε 
θα μας δίνουν Ρ= γ

α
 

x2 − Sx + P = 0 
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αx2 + βx + γ = 0 ⟺  
αx2

α
+

βx
α

+
γ
α

=
0
α

 ⟺  x2 +
β
α

x +
γ
α

= 0 ⟺ 

x2 − �−
β
α
� x +

γ
α

= 0 ⟺  x2 − Sx + P = 0 

Έχουμε ένα τριώνυμο της γενικής μορφής + + =2αx βx γ 0  με ρίζες (λύσεις) τις 

− +
=1

β Δx
2α

  και − −
=2

β Δx
2α

.  

Το άθροισμα των δύο ριζών το συμβολίζουμε S και το γινόμενό τους Ρ, δηλαδή:
= +1 2S x x  και = ⋅1 2P x x .  

Όμως − + − − −
= + = + = = −1 2

β Δ β Δ 2β βS x x
2α 2α 2α α

  

και 
( )− − ⋅− + − − −

= ⋅ = ⋅ = = = =
2 2 22

1 2 2 2 2

β β 4α γβ Δ β Δ β Δ 4αγ γP x x
2α 2α 4α 4α 4α α

 

Τότε το αρχικό τριώνυμο μπορούμε να το γράψουμε διαδοχικά: 

 

Αν ένα τριώνυμο της γενικής μορφής       

έχει        δηλαδή έχει λύσεις 1x  και 2x , τότε: 

 Αν S=0, τότε οι λύσεις είναι αντίθετες 
 

 Αν Ρ=1, τότε οι λύσεις είναι αντίστροφες 
 

 Αν Ρ<0, οι λύσεις είναι ετερόσημες 
 

 Αν Ρ>0, οι λύσεις είναι ομόσημες 
 

 Αν Ρ>0 και S>0, οι λύσεις είναι θετικές 
 

 Αν Ρ>0 και S<0, οι λύσεις είναι αρνητικές 
 

 Αν Ρ<0 και S>0, οι λύσεις είναι ετερόσημες, με τη θετική λύση να έχει 
μεγαλύτερη απόλυτη τιμή από την αρνητική 

 
 Αν Ρ<0  και S<0, οι λύσεις είναι ετερόσημες, με την αρνητική λύση να έχει 

μεγαλύτερη απόλυτη τιμή από τη θετική 
 

 

αx2 + βx + γ = 0 

Δ ≥ 0 
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Η συνάρτηση f(x) = αx2 + βx + γ έχει: 

 Πεδίο ορισμού το σύνολο ℝ των πραγματικών αριθμών 
 Σύνολο τιμών  

 
 
 
 
 
 

 

 Άξονα συμμετρίας την κατακόρυφη ευθεία  x = − β
2α

 

 Ακρότατο το σημείο Α(− β
2α

,− Δ
4α

) το οποίο 
 

 

 

 

 

 Κοινό σημείο με τον άξονα y’y το Β�0, f(0)� 
 Κοινά σημεία με τον άξονα x’x: Για να βρούμε (αν υπάρχουν) τα κοινά σημεία 

της γραφικής παράστασης της συνάρτησης, με τον άξονα x’x, λύνουμε την 
εξίσωση f(x) = 0. Ανάλογα με τον αν προκύψουν δύο λύσεις (x1,  x2 αν Δ>0), 
μία λύση (x1,2 αν Δ=0) ή καμία λύση (αν Δ<0) διακρίνουμε τις παρακάτω 
περιπτώσεις. 

 
 

 

 

 

 

  

ΣΤ η συνάρτηση f(x) = αx2 + βx + γ 

 αν α>0 

το σύνολο [− Δ
4α

, +∞) 

αν α<0 

το σύνολο (−∞,− Δ
4α

]  

 

 αν α>0 

είναι ελάχιστο 

αν α<0 

είναι μέγιστο  

 

 αν Δ>0 

Δύο κοινά σημεία, τα 
A(x1, 0) και Β(x2, 0) 

αν Δ=0 

Ένα κοινό σημείο, το 
A�x1,2, 0� 

 

αν Δ<0 

Κανένα κοινό σημείο 
με τον άξονα x’x 
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 Η συνάρτηση f(x) = αx2 + βx + γ μπορεί με διαδοχικά βήματα να γραφεί: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αυτό πρακτικά σημαίνει ότι η γραφική παράσταση της f(x) = αx2 + βx + γ, σε 
σχέση με τη γραφική παράσταση της  g(x) = x2  είναι: 

 Μετατοπισμένη κατά β
2α

 μονάδες πιο αριστερά, αν β
2α

> 0 
 

 Μετατοπισμένη κατά β
2α

 μονάδες πιο δεξιά, αν β
2α

< 0 
 

 
 Μετατοπισμένη κατά − Δ

4α
 πιο πάνω, αν − Δ

4α
> 0 

 
 Μετατοπισμένη κατά − Δ

4α
 πιο κάτω, αν − Δ

4α
< 0 

 
 

 Πιο «στενή», δηλαδή πιο απότομη όταν |α| > 1 
 

 Πιο «ανοιχτή», δηλαδή πιο απλωμένη όταν |α| < 1 
 

 
 

 Επιπλέον, αν α<0 τότε η γραφική παράσταση έχει σχήμα αντίστροφο 
 

 
 Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = αx2 + βx + γ έχει σχήμα 

παραβολής. 
  

f(x) = αx2 + βx + γ = α ∙ �x2 +
β
α x� + γ 

f(x) = α ∙ �x2 +
β
α x + �

β
2α�

2

�+ γ −
β2

4α 

f(x) = α ∙ �x +
β

2α�
2

+ γ −
β2

4α 

f(x) = α ∙ �x +
β

2α�
2

−
β2 − 4αγ

4α  

f(x) = α ∙ �x +
β

2α�
2

−
Δ

4α 

 

 

 

 

 

 



  
  

Σ. Ασημέλλης 

Μαθημαγικά 

27 

 
 Η γραφική παράσταση της f(x) = αx2 + βx + γ έχει την παρακάτω μορφή: 

 

αν α>0 

αν Δ>0 αν Δ=0 αν Δ<0 

 

 
 

 

 

 

 

 

αν α<0 

αν Δ>0 αν Δ=0 αν Δ<0 
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 Η μονοτονία της f(x) = αx2 + βx + γ ακολουθεί τη μορφή που φαίνεται στους 
παρακάτω πίνακες: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

αν α<0 

   −∞    − β
2α

                               +∞ 

 

 

     − Δ
4α

 

      max 

αν α>0 

   −∞    − β
2α

                               +∞ 

 

 

     − Δ
4α

 

                                            min 
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 Με δεδομένη τη συνάρτηση f(x) = αx2 + βx + γ και την ευθεία y = δx + ε, και 

με ζητούμενο την εύρεση των (πιθανών) κοινών τους σημείων, λύνουμε το 
σύστημα των εξισώσεών τους. Ανάλογα με το πλήθος των λύσεων που 
προκύπτουν, έχουμε τις παρακάτω δυνατές γεωμετρικές ερμηνείες: 

 
αν προκύψουν δύο σημεία αν προκύψει ένα σημείο αν δεν προκύψει σημείο 

 

 
 

 

 

 

 

η ευθεία τέμνει την 
παραβολή 

η ευθεία εφάπτεται στην 
παραβολή 

η ευθεία και η παραβολή 
δεν έχουν κοινά σημεία 
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Οι πολυωνυμικζσ εξιςϊςεισ ζχουν μορφι:  

 

 

Για τθν επίλυςι τουσ δεν υπάρχει μια ςυγκεκριμζνθ μζκοδοσ, αλλά διάφορεσ 

προτεινόμενεσ πορείεσ, που άλλοτε βοθκοφν και άλλοτε όχι.  

Η ςυνθκζςτερα χρθςιμοποιοφμενθ μζκοδοσ είναι θ παρακάτω:1

 

                                                             
1 Αν για παράδειγμα ζνασ από τουσ διαιρζτεσ του ςτακεροφ όρου του αρχικοφ πολυωνφμου ιταν ο 
αρικμόσ 2, και ενϊ ελζγχκθκε, δεν μθδζνιηε το πολυϊνυμο, αυτό μασ οδθγεί ςτο  ςυμπζραςμα ότι το 
2 δεν αποτελεί ρίηα (λφςθ), οφτε του διαιρζτθ που λάβαμε από το ςχιμα Horner, επομζνωσ το 2 δεν 
κα επανελεγχκεί.  

βιμα 1 
•Προςδιορίηουμε τουσ διαιρζτεσ του ςτακεροφ όρου α0  (για παράδειγμα αν ο 
ςτακερόσ όροσ είναι το 8, οι διαιρζτεσ του είναι οι αρικμοί ±1, ±2, ±4, ±8) 

βιμα 2 

•Δοκιμάηουμε ζναν-ζναν τουσ διαιρζτεσ, αντικακιςτϊντασ τθν τιμι τουσ ςτο x. 
Αν κάποιοσ από αυτοφσ μθδενίςει το πολυϊνυμο, ςθμαίνει ότι αποτελεί ρίηα 
(λφςθ) του πολυωνφμου.  

βιμα 3 
•Για τθν τιμι που προςδιορίςαμε να μθδενίηεται το πολυϊνυμο, κάνουμε 
ςχιμα Horner. 

βιμα 4 
•Γράφουμε ςε παραγοντοποιθμζνθ μορφι το πολυϊνυμο. 

βιμα 5 

•΢το πολυϊνυμο που λάβαμε ωσ πθλίκο από το ςχιμα Horner, 
επαναλαμβάνουμε τα βιματα 1 ωσ 4, ξεκινϊντασ αυτι τθ φορά με δοκιμζσ 
που εξαιροφν όςεσ τιμζσ δεν μθδζνιςαν το αρχικό πολυϊνυμο1 

Α 

κεφάλαιο

5 
πολυωνυμικζσ εξιςϊςεισ ανϊτερου 

βακμοφ 

τρόποι επίλυςθσ 

 ( )     
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Σο ςχιμα Horner είναι μια χριςιμθ, εφκολθ και γριγορθ μζκοδοσ για να 

προςδιορίςουμε το πθλίκο και το υπόλοιπο τθσ διαίρεςθσ ενόσ πολυωνφμου 

οποιουδιποτε βακμοφ, με ζνα πολυϊνυμο πρϊτου βακμοφ. ΢υμπεραίνουμε λοιπόν 

ότι ο διαιρζτθσ κα πρζπει υποχρεωτικά να είναι τθσ μορφισ α  β.  

Για το ςχιμα Horner χρθςιμοποιοφμε τουσ ςυντελεςτζσ των πολυωνφμων. Αν 

κάποια ενδιάμεςθ δφναμθ (μεταξφ του μονωνφμου τθσ μζγιςτθσ δφναμθσ και του 

ςτακεροφ όρου) απουςιάηει, κεωροφμε ότι ο ςυντελεςτισ του ςυγκεκριμζνου όρου 

είναι μθδζν (0) και ΔΕΝ ΠΑΡΑΛΕΙΠΕΣΑΙ.  

΢τθ κζςθ του διαιρζτθ χρθςιμοποιοφμε τθν τιμι του x που τον μθδενίηει, δθλαδι 

 
β

α
.  

παράδειγμα 

Να προςδιοριςτεί το πθλίκο και το υπόλοιπο τθσ διαίρεςθσ του πολυωνφμου 

Ρ( )          με το πολυϊνυμο  ( )      

λφςθ 

Παρατθροφμε ότι ςτο πολυϊνυμο P(x), απουςιάηει το μονϊνυμο του   , επομζνωσ 

ο ςυντελεςτισ του είναι 0. 

Καταγράφουμε το Horner: 

Ρ( )                                   ( )      

 

     1  0  -2  -4 -1 

 
 

       

1          
 

 

 

  

                                                                                                                                                                              
 

Β ςχιμα Horner 

 (  )  (  )  (  )      

   

     

   

 Αυτοί οι αρικμοί κα 

αποτελζςουν τουσ 

ςυντελεςτζσ των όρων του 

πθλίκου. Σο πθλίκο κα είναι 

κατά ζνα βακμό μικρότερο ςε 

ςχζςθ με τον διαιρετζο.  

 Εδϊ βάηουμε τθν 

τιμι του x θ οποία 

μθδενίηει τον 

διαιρζτθ 

 Αυτόσ ο τελευταίοσ 

αρικμόσ, αποτελεί το 

υπόλοιπο τθσ διαίρεςθσ 

του P(x) με το Q(x) 
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Η λογικι του Horner είναι θ εξισ: 

Σον πρϊτο από τουσ ςυντελεςτζσ τον αφινουμε αναλλοίωτο και απλϊσ τον 

«κατεβάηουμε». Από εκεί και πζρα, κάκε φορά που «ανθφορίηουμε», 

πολλαπλαςιάηουμε με τθν τιμι του x που μθδενίηει τον διαιρζτθ και κάκε φορά που 

κατεβαίνουμε προςκζτουμε ςτον αντίςτοιχο ςυντελεςτι, τον αρικμό που ζχει 

προκφψει ακριβϊσ από κάτω του. 

Με βάςθ λοιπόν αυτά, για τθ ςυγκεκριμζνθ διαίρεςθ λάβαμε: 

 ( )          (      )(   )    

 

 

 

 

 

 

 

Αν το υπόλοιπο τθσ διαίρεςθσ δφο πολυωνφμων προκφψει μθδζν, τότε θ διαίρεςι 

τουσ είναι τζλεια. 

Ζτςι, προκφπτουν οι παρακάτω ιςοδφναμεσ προτάςεισ: 

 

 Αυτό είναι το πθλίκο. 

Πρόκειται για πολυϊνυμο 

κατά ζνα βακμό πιο μικρό 

από τον διαιρετζο (που ιταν 

3ου βακμοφ), με ςυντελεςτζσ 

όρων 1, -1 και -1, όπωσ 

προζκυψαν από το ςχιμα 

Horner. 

 Αυτόσ είναι ο 

διαιρζτθσ 

 Αυτό είναι το 

υπόλοιπο 

 
Σο P(x) διαιρείται 

(ακριβϊσ) με το 

x-ρ 

 

Ρ(ρ)=0 
Σο P(x) ζχει 

παράγοντα το 

  ρ 

Ρ(Ø)|(  ρ) 
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Η απόλυτθ τιμι ενόσ πραγματικοφ αρικμοφ x, εκφράηει τθν απόςταςθ του αρικμοφ 

αυτοφ από το μθδζν. Επομζνωσ τα αναμενόμενα αποτελζςματα τθσ απόλυτθσ τιμισ 

ενόσ πραγματικοφ αρικμοφ, είναι κετικά ι μθδζν (αφοφ δεν υπάρχει αρνθτικι 

απόςταςθ). 

Ζτςι, θ απόλυτθ τιμι του αρικμοφ 3, ςυμβολίηεται με | | και ιςοφται με 3, αφοφ θ 

απόςταςθ του αρικμοφ 3 από το μθδζν είναι 3. 

Όμοια, θ απόλυτθ τιμι του αρικμοφ -5, ςυμβολίηεται με |  | και ιςοφται με 5, 

αφοφ θ απόςταςθ του αρικμοφ -5 από το μθδζν είναι 5. 

Ο προςδιοριςμόσ τθσ απόλυτθσ τιμισ αρικμϊν είναι εξαιρετικά απλόσ. Όμωσ ο 
υπολογιςμόσ τθσ απόλυτθσ τιμισ ποςοτιτων που περιλαμβάνουν το x απαιτοφν 
διερεφνθςθ. Αυτό οφείλεται ςτο ότι ανάλογα με τισ τιμζσ του x, θ ποςότθτα μζςα 
ςτο απόλυτο, μπορεί άλλοτε να λαμβάνει κετικζσ τιμζσ, άλλοτε αρνθτικζσ και 
άλλοτε να μθδενίηεται. 

Το γενικό ςκεπτικό τθσ διερεφνθςθσ φαίνεται ςτο παρακάτω γράφθμα.  

 

βιμα 1 

• Ελζγχουμε πότε θ ποςότθτα εντόσ του απολφτου είναι 
κετικι, λφνοντασ τθν ανίςωςθ: ΠΟΣΟΤΗΤΑ ΜΕΣΑ ΣΤΟ 
ΑΠΟΛΥΤΟ > 0 

βιμα 2α 

• Για τισ τιμζσ του x για τισ οποίεσ θ ποςότθτα μζςα ςτο 
απόλυτο δίνει κετικά αποτελζςματα (ι μθδζν), θ απόλυτθ 
τιμι τθσ ποςότθτασ ιςοφται με τθν ποςότθτα χωρίσ το 
απόλυτο. 

βιμα 2β 

• Για τισ τιμζσ του x για τισ οποίεσ θ ποςότθτα μζςα ςτο 
απόλυτο δίνει αρνθτικά αποτελζςματα, θ απόλυτθ τιμι τθσ 
ποςότθτασ ιςοφται με τθν αντίκετθ τθσ ποςότθτασ εντόσ του 
απολφτου 

Α 

κεφάλαιο

6 
απόλυτθ τιμι πραγματικοφ 

αρικμοφ 

βαςικζσ ζννοιεσ 



 
 

Σ. Αςθμζλλθσ 

Μακθμαγικά 

34 

παράδειγμα 

Να διερευνθκοφν τα δυνατά αποτελζςματα τθσ |    |. 

Λφςθ 

(βιμα 1) Λφνουμε τθν ανίςωςθ                 
 

 
  

(βιμα 2α) Για   
 

 
, ζχουμε |    |       

(βιμα 2β) Για   
 

 
, ζχουμε |    |        

Επομζνωσ ςυνοψίηοντασ: |    |  {
         όταν   

 

 

      όταν   
 

 

 

 

Ο οριςμόσ τθσ απόλυτθσ τιμισ ενόσ πραγματικοφ αρικμοφ x, είναι επομζνωσ: 

 

 

 

 

 

 

Οι πιο ςθμαντικζσ ιδιότθτεσ των απολφτων, παρουςιάηονται ςτον παρακάτω 

πίνακα. 

 

 

 

 

 

 

  

| |   
     όταν    
   όταν  <  

 

 

Β ιδιότθτεσ των απολφτων 

|α|    

|α| ∙ |β|  |α ∙ β| 

|α|

|β|
  

α

β
  

|α|  α  

 |α|  |β|  |α ± β|  |α|  |β| 



 
 

Σ. Αςθμζλλθσ 

Μακθμαγικά 

35 

 

 

 

Όταν ςε κάποια εξίςωςθ περιλαμβάνεται άγνωςτοσ x μζςα ςε απόλυτο, τότε 

ελζγχουμε ςε ποια από τισ παρακάτω κατθγορίεσ ανικει και λφνουμε με βάςθ τθν 

προτεινόμενθ ανά περίπτωςθ μζκοδο. 

 Περίπτωςη 1η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

παραδείγματα 

 | |         ι     

  

 

 

 |    |      Αδφνατθ  

Γ εξιςϊςεισ με απόλυτα 

 

 

 

 

 

 

 

απόλυτο = αρικμόσ 

Προςοχι! Στθν κατθγορία αυτι ανικουν και όςεσ εξιςϊςεισ περιλαμβάνουν 

περιςςότερα του ενόσ απολφτου, τα οποία όμωσ περιζχουν τθν ίδια ποςότθτα 

ι αντίκετεσ ποςότθτεσ ι πολλαπλάςια τθσ ίδιασ ποςότθτασ.  

 

 

 αν α    

  α   ι      α 

αν α<0 

ΑΔΥΝΑΤΗ 

| |  α 

|    |             ι          
          ι           
         ι         

   
 

 
 ι   

 

 
 

 



 
 

Σ. Αςθμζλλθσ 

Μακθμαγικά 

36 

 

 Περίπτωςη 2η  

 

 

 

 

 

 

 

 

παράδειγμα 

  

 

 

 

 

ΠΡΟ΢ΟΧΗ! 

Στθν ίδια κατθγορία ανικουν και εξιςϊςεισ τθσ μορφισ  

 

με τθν προχπόκεςθ ο αρικμόσ να είναι κετικόσ. 

Αν ο αρικμόσ είναι αρνθτικόσ θ εξίςωςθ είναι αδφνατθ, με μοναδικι εξαίρεςθ τθν 

περίπτωςθ και οι δφο εντόσ απολφτων ποςότθτεσ να μποροφν να μθδενιςτοφν 

ταυτόχρονα. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

απόλυτο 1 = απόλυτο 2 

 

 

 

|ποςότθτα  |  |ποςότθτα  | 

ποςότθτα    ± ποςότθτα   

|   |  |    |             ι            
           ι            
       ι        

   
 

 
 ι     

 

απόλυτο 1 = αρικμόσ ∙ απόλυτο 2 
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 Περίπτωςη 3η  

Σε αυτι τθν κατθγορία ανικουν οι εξιςϊςεισ που ζχουν δφο ι παραπάνω 

διαφορετικά απόλυτα (δθλαδι απόλυτα που δεν περιζχουν τισ ίδιεσ, αντίκετεσ ι 

πολλαπλάςιεσ ποςότθτεσ) και ποςότθτεσ εκτόσ των απολφτων. 

Όταν ςυμβαίνει αυτό αναλφουμε το κάκε απόλυτο και ςτθ ςυνζχεια επιλφουμε τθν 

εξίςωςθ ςε κάκε διάςτθμα χωριςτά, με «πινακάκι». 

παράδειγμα 

 |   |   |   |       

 

Αναλφουμε το κάκε απόλυτο χωριςτά: 

 

|   |   
    όταν    

     όταν    
     και    |   |   

            
             

 

 

Στθ ςυνζχεια καταςκευάηουμε πίνακα τιμϊν: 

 

    
|   |               
|   |               

 

Διακρίνουμε περιπτϊςεισ και για κάκε μία επιλφουμε τθν εξίςωςθ που 

προκφπτει: 

 

 αν     θ εξίςωςθ γίνεται: 

|   |   |   |        

(    )   (   )        

                

                 

        

  
 

 
 

Η οποία απορρίπτεται αφοφ δεν πλθροί τον περιοριςμό    . 

  

 ∞        1             3    ∞ 



 
 

Σ. Αςθμζλλθσ 

Μακθμαγικά 

38 

 

 αν  <     θ εξίςωςθ γίνεται: 

|   |   |   |        

(    )   (    )        

                

                 

        

  
 

 
 

Η οποία είναι δεκτι, αφοφ βρίςκεται εντόσ ορίων του περιοριςμοφ 

 <    . 

 

 αν     θ εξίςωςθ γίνεται: 

|   |   |   |        

(   )   (    )        

               

                

        

  
 

 
 

Η οποία απορρίπτεται, αφοφ δεν πλθροί τον περιοριςμό    . 

 

ΠΡΟ΢ΟΧΗ!  

 Αν ςε κάποιο ςτάδιο τθσ διερεφνθςθσ προκφψει αδφνατθ εξίςωςθ, αυτό 

ςθμαίνει ότι είναι αδφνατθ για αυτό και μόνο το ςτάδιο και όχι απαραίτθτα 

ςυνολικά για όλο το ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν. 

 Αν κατά τθν επίλυςθ κάποιασ από τισ υποπεριπτϊςεισ διαςτθμάτων προκφψει 

εξίςωςθ με άπειρεσ λφςεισ, αυτό ςθμαίνει ότι ολόκλθρο αυτό το διάςτθμα 

αποτελεί λφςθ τθσ και όχι απαραίτθτα όλο το ςφνολο των πραγματικϊν 

αρικμϊν. 
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Όταν ςε κάποια ανίςωςθ υπάρχει άγνωςτοσ x μζςα ςε απόλυτο, τότε για τθ λφςθ 

τθσ εφαρμόηουμε κάτι από τα παρακάτω: 

 Περίπτωςη 1η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

παραδείγματα 

 | |          ι      

 |    |      αόριστη  

Δ ανιςϊςεισ με απόλυτα 

 

 

 

 

 

 

 

απόλυτο ≥ αρικμόσ 

Προςοχι! Στθν κατθγορία αυτι ανικουν και όςεσ ανιςϊςεισ περιλαμβάνουν 

περιςςότερα του ενόσ απολφτου, τα οποία όμωσ περιζχουν τθν ίδια ποςότθτα 

ι αντίκετεσ ποςότθτεσ ι πολλαπλάςια τθσ ίδιασ ποςότθτασ.  

 

 

 αν α    

   α   ι     α 

αν α<0 

αόριστη 

| |  α 
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 Περίπτωςη 2η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

παραδείγματα 

 | |           

 |    |      αδφνατθ 

 

 

 Περίπτωςη 3η  

Στθν κατθγορία υπάγονται οι ανιςϊςεισ που ζχουν δφο ι παραπάνω διαφορετικά 

απόλυτα και ποςότθτεσ εκτόσ των απολφτων. 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ αναλφουμε το κάκε απόλυτο χωριςτά και επιλφουμε τθν 

ανίςωςθ ςε κάκε διάςτθμα, ελζγχοντασ αν οι λφςεισ που προκφπτουν γίνονται ι όχι 

δεκτζσ από τον περιοριςμό του κάκε διαςτιματοσ.  

Οι ανιςϊςεισ αυτζσ ξεφεφγουν από τθν προτεινόμενθ προσ παράδοςθ φλθ, 

εντοφτοισ ςε αρκετά ςχολεία διδάςκονται. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

απόλυτο ≤ αρικμόσ 

Προςοχι! Στθν κατθγορία αυτι ανικουν και όςεσ ανιςϊςεισ περιλαμβάνουν 

περιςςότερα του ενόσ απολφτου, τα οποία όμωσ περιζχουν τθν ίδια ποςότθτα 

ι αντίκετεσ ποςότθτεσ ι πολλαπλάςια τθσ ίδιασ ποςότθτασ.  

 

 

 αν α    

 α    α 

αν α<0 

ΑΔΥΝΑΤΗ 

| |  α 
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Συχνά χρειάηεται να μετατρζψουμε μια ζκφραςθ δοςμζνθ με μορφι απόλυτθσ 

τιμισ, ςε ζκφραςθ απόςταςθσ από το μθδζν ι ςε μορφι διαςτιματοσ τιμϊν. Ο 

παρακάτω πίνακασ δείχνει τθν ιςοδυναμία μετατροπισ τθσ μιασ μορφισ ζκφραςθσ 

ςτθν άλλθ. 

Ζκφραςθ με απόλυτο Ζκφραςθ με απόςταςθ Ζκφραςθ με διάςτθμα 

 
| |    

 

 
 (   )    

 
    ι      
 

 
|   |    

 
 (   )    

 
      ι         
 

 
|   |    

 
 (   )    

 
  ( ∞     )  (     ∞)  
 

 
|   |    

 
 (   )    

 
  ( ∞     ]        ∞)  
 

 
|   | <   

 
 (   ) <   

 
  (        )  
 

 
|   |    

 
 (   )    

 
           ]  
 

 

Στα παραπάνω, πρζπει να ιςχφει:    . 

Ε απόλυτο, απόςταςθ και διάςτθμα 
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Γραμμικά, λζγονται τα ςυςτιματα εξιςϊςεων ςτα οποία οι άγνωςτοι εμφανίηονται 
ςτθν πρϊτθ δφναμθ. Σα γραμμικά ςυςτιματα με δφο εξιςϊςεισ και δφο αγνϊςτουσ, 
τα ονομάηουμε ςυςτιματα 2x2. 
Η γενικι μορφι που ζχει ζνα ςφςτθμα 2x2 είναι: 
 
 
 
 
 
όπου τα α   γ δ ε η   .  
Ζνα τζτοιο ςφςτθμα μπορεί να λυκεί με διάφορουσ τρόπουσ. Πριν ξεκινιςουμε 
όμωσ τθ λφςθ του πρζπει να το φζρουμε ςτθν παραπάνω μορφι (ςτθν οποία ςτο 
πρϊτο μζλοσ των εξιςϊςεων ζχουμε τουσ αγνϊςτουσ και ςτο δεφτερο τουσ 
γνωςτοφσ και μάλιςτα το x είναι κάτω από το x και το y κάτω από το y). 
  

Α 

κεφάλαιο

7 
ςυςτιματα γραμμικϊν εξιςϊςεων 

 αςικζσ ζννοιεσ 

{
α     ε
γ  δ  η
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΢τθ μζκοδο αντικατάςταςθσ ακολουκοφμε τθν παρακάτω πορεία επίλυςθσ1 
 

 
 
  

                                                
1 Ωσ « ολικι» χαρακτθρίηεται θ εξίςωςθ, θ οποία όταν λυκεί ωσ προσ τον ζναν 
άγνωςτο ι δεν δθμιουργεί κλάςματα ι δθμιουργεί κλάςματα με μικροφσ 
παρανομαςτζσ. 

 ιμα 1 

• λφνουμε τθ μία εξίςωςθ ωσ προσ τον ζναν άγνωςτο. 
(ςυνικωσ επιλζγουμε τθν πιο " ολικι1" εξίςωςθ και τον πιο " ολικό" άγνωςτο, 

ϊςτε να αποφφγουμε τθ δθμιουργία περίπλοκων παραςτάςεων) 

 ιμα 2 
•αντικακιςτοφμε αυτόν τον άγνωςτο, ωσ προσ τον 
οποίο λφςαμε τθ μία εξίςωςθ, ςτθν άλλθ εξίςωςθ 

 ιμα 3 

•αυτι θ δεφτερθ εξίςωςθ πλζον, ζχει μόνο ζναν 
άγνωςτο και ζτςι αφοφ τθ λφςουμε, προςδιορίηουμε 

τθν τιμι του 

 ιμα 4 

•τζλοσ, αντικακιςτοφμε ςε οποιαδιποτε από τισ 
εξιςϊςεισ του ςυςτιματοσ τον άγνωςτο που  ρικαμε 

και υπολογίηουμε τθν τιμι και του άλλου 

Β μζκοδοσ αντικατάςταςθσ 
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παράδειγμα 

Να λυκεί το ςφςτθμα: {
        

         
 

 
Λφςθ 
 

{
        

         
 

 
 

{
       

         
 

 
 

{
       

               
 

 
 

{
       

            
  

 

 

{
       

            
 

{
       
       

 
{

       
  

  
  

   

  

  

 

 
     

{
       

    
          

 

{
          

    
 

 
 

{
   
    

 

 
Επομζνωσ θ (μοναδικι) λφςθ του ςυςτιματοσ είναι θ             . 
  

πιο « ολικι» δείχνει θ πρϊτθ 
εξίςωςθ, τθν οποία κα λφςουμε 
ωσ προσ y 
 

αντικακιςτοφμε ςτθ δεφτερθ 
εξίςωςθ, όπου y το       

θ δεφτερθ εξίςωςθ ζχει πλζον 
μοναδικό άγνωςτο το x, οπότε 
και τθν λφνουμε 

θ τιμι του x ζχει προςδιοριςτεί. Για 
να υπολογίςουμε και το y, 
αντικαταςτοφμε ςτθν πρϊτθ εξίςωςθ, 
όπου x το -1 
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παρατθριςεισ 

 Μποροφμε αντί για τουσ δφο ςυντελεςτζσ του x, 
να χρθςιμοποιιςουμε ςτθν επίλυςθ του 
ςυςτιματοσ τουσ ςυντελεςτζσ του y. 

 Μποροφμε να πολλαπλαςιάςουμε τθν πρϊτθ 
εξίςωςθ με τον αντίθετο του ςυντελεςτι του x τθσ 
δεφτερθσ, και τθν δεφτερθ εξίςωςθ με τον 
ςυντελεςτι του x τθσ πρϊτθσ. 

 Αν οι ςυντελεςτζσ του x (ι του y) είναι από τθν 
αρχι αντίκετοι (δθλαδι πριν πολλαπλαςιάςουμε) 
προςκζτουμε κατ’ ευκείαν τισ εξιςϊςεισ. 

 

 

 
 
 
 
Για τθν επίλυςθ ενόσ ςυςτιματοσ με αυτι τθ μζκοδο, ακολουκοφμε τθν παρακάτω 
πορεία επίλυςθσ. 
 

 
 
 
  

 ιμα 1 

•Πολλαπλαςιάηουμε τθν πρϊτθ εξίςωςθ με το ςυντελεςτι του x τθσ 
δεφτερθσ εξίςωςθσ 

•Πολλαπλαςιάηουμε τθν δεφτερθ εξίςωςθ με τον αντίθετο από τον 
ςυντελεςτι του x τθσ πρϊτθσ 

 ιμα 2 

•Προςκζτουμε κατά μζλθ τισ δφο εξιςϊςεισ (οπότε προκφπτει μια νζα 
εξίςωςθ με ζνα άγνωςτο, τθν οποία ςυνδυάηουμε με οποιαδιποτε από τισ 
προθγοφμενεσ μασ εξυπθρετεί 

 ιμα 3 
•Επιλφουμε τθν εξίςωςθ με τον ζνα άγνωςτο και ό,τι  ροφμε το 
αντικακιςτοφμε ςτθν άλλθ 

Γ μζκοδοσ αντίκετων ςυντελεςτϊν 
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παράδειγμα 
 

Να λυκεί το ςφςτθμα {
        

         
 

 
λφςθ 
 

{
        

         
  

 
 
     

     
{

        
         

 

 

 

   {
         
         

 

 
 

{
       

         
 

 
 

{

   

   
  

  

   
         

 

  
 

{
    

         
 

 
 

{
    

            
  {

    
       

  {
    

       
{
    
 

 
  

  

 

  {
    
   

 

         
δθλαδι θ λφςθ του ςυςτιματοσ είναι θ             . 
  

Εξυπθρετεί καλφτερα να δουλζψουμε με 
τουσ ςυντελεςτζσ του y. Πολλαπλαςιάηουμε 
τθν πρϊτθ εξίςωςθ με -5 και τθν δεφτερθ με 
-1 (τον αντίκετο του 1). 
 

Προςκζτουμε κατά μζλθ τισ δφο εξιςϊςεισ 
και ωσ δεφτερθ εξίςωςθ κρατάμε 
οποιαδιποτε από τισ προθγοφμενεσ 
 

Προςδιορίςαμε το x. Σϊρα κα το 
αντικαταςτιςουμε ςτθν δεφτερθ εξίςωςθ 
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Για ζνα γραμμικό ςφςτθμα 2x2  
 
 
 
 
 
 
θ ορίηουςα είναι  
 
 
 
 
 
 Εκτόσ από τθν ορίηουςα D, το ςφςτθμα ζχει επιπλζον τισ ορίηουςεσ    και   . Για 

τον υπολογιςμό τθσ   , αντικακιςτοφμε ςτθν D τουσ ςυντελεςτζσ του x, με τουσ 
ςτακεροφσ όρουσ και για τθν    τουσ ςυντελεςτζσ του y με τουσ ςτακεροφσ όρουσ. 

Οπότε: 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
  

Δ μζκοδοσ οριηουςϊν 

{
α     ε
γ  δ  η

 

  |
α

γ

 

δ
|  α  δ   γ 

   |
ε

η

 

δ
|  ε  δ   η 

   |
α

γ

ε

η
|  α  η ε  γ 



 

 Μακθμαγικά 

48 

 
Για να λφςουμε ζνα ςφςτθμα με τθ μζκοδο των οριηουςϊν ακολουκοφμε τθν 
παρακάτω πορεία2: 
 
 

  
  

                                                
1 Εκτόσ αν α    γ  δ    και ε≠0 ι η≠0 οπότε είναι αδφνατο 

Τπολογίηουμε τισ ορίηουςεσ 
D, D , D  του ςυςτιματοσ 

Aν D≠0 τότε το 
ςφςτθμα ζχει 
μία λφςθ, τθν 

 

   

Αν D=0 και 

ι   

τότε το 
ςφςτθμα είναι 
ΑΔΤΝΑΣΟ 

Αν D=0 και 

και  

το ςφςτθμα 
ζχει ΑΠΕΙΡΕ΢ 

ΛΤ΢ΕΙ΢1 
      (

  

 
 
  

 
) 
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Παραμετρικά λζγονται τα ςυςτιματα ςτα οποία εκτόσ από τουσ δφο αγνϊςτουσ 
υπάρχει και άλλο γράμμα (ςυνικωσ λ) που ονομάηεται παράμετροσ. Και ςε αυτι 
τθν περίπτωςθ, όπωσ και ςτισ παραμετρικζσ εξιςϊςεισ, θ παράμετροσ δεν πρζπει να 
αντιμετωπίηεται ωσ άγνωςτοσ. Πρόκειται για ζνα γράμμα, που ανάλογα με τθν τιμι 
του, τροποποιείται θ ικανότθτα ενόσ ςυςτιματοσ να λυκεί. Ζτςι ενδεχομζνωσ για 
κάποιεσ τιμζσ τθσ παραμζτρου, το ςφςτθμα να δίνει μία μοναδικι λφςθ, ενϊ 
κάποιεσ άλλεσ τιμζσ τθσ να κακιςτοφν το ςφςτθμα αδφνατο ι με άπειρεσ λφςεισ. 
Σα παραμετρικά ςυςτιματα λφνονται μόνο με τθ μζκοδο των οριηουςϊν, με  άςθ 
τθν παρακάτω πορεία: 
 

 
 

Τπολογίηουμε τισ ορίηουςεσ  

  

του ςυςτιματοσ 

Κάνουμε διερεφνθςθ, 
δθλαδι ελζγχουμε για 

ποιεσ τιμζσ τησ παραμζτρου 
ιςχφει 

  

Για τισ τιμζσ τησ παραμζτρου  για τισ 
οποίεσ 

 

το ςφςτθμα ζχει μοναδικι λφςθ, τθν  

 

 

Για  τισ τιμζσ τθσ παραμζτρου για τισ 
οποίεσ 

 

 

το ςφςτθμα είναι ΑΔΤΝΑΣΟ ι ζχει 
άπειρεσ λφςεισ 

Ε παραμετρικά ςυςτιματα 

          

     ι     

    

      (
  

 
 
  

 
) 
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παράδειγμα 

Να λυκεί το ςφςτθμα {
λ    λ  

λ      λ
  για τισ διάφορεσ τιμζσ τθσ παραμζτρου λ    

 
λφςθ 
 
Η ορίηουςα του ςυςτιματοσ είναι: 
  

  |
λ

λ 
  

  
|     λ  λ  λ λ    

 
Κάνουμε διερεφνθςθ: 
 

 Αν     δθλαδι αν λ λ       οπότε λ     και λ    ζχουμε 
 

   |
λ  

λ

  

  
|      λ    λ    λ    

 
και 
 

   |
λ

λ 
λ  

λ
|  λ  λ   λ          λ   λ  λ    

 
οπότε: 
 

  
  

 
 

  λ   

λ λ   
  

 

λ
 

και  

  
  

 
 

 λ  λ   

λ λ   
  λ 

 
άρα 

      ( 
 

λ
  λ) 

  
 

 Αν D=0 δθλαδι αν λ=0 ι λ=2 ζχουμε: 
 

 αν λ=0 το ςφςτθμα με αντικατάςταςθ δίνει {
–     
     

 οπότε ζχουμε {
   
   

  

που δεν μπορεί να ιςχφει, επομζνωσ το ςφςτθμα είναι ΑΔΤΝΑΣΟ 
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 αν λ=2 το ςφςτθμα με αντικατάςταςθ δίνει {
      
      

 οπότε ζχουμε  

     

    
{
  –    
      

 

 
επομζνωσ: 
 

{
         
       

 

 
και με πρόςκεςθ κατά μζλθ παίρνουμε        . Επομζνωσ το 
ςφςτθμα ζχει άπειρεσ λφςεισ.  
 
Λφνουμε τθ μια εξίςωςθ του ςυςτιματοσ ωσ προσ τον ζνα άγνωςτο, οπότε:  
      . 
 
Άρα θ μορφι3 των άπειρων λφςεων του ςυςτιματοσ είναι: 
 

               
 
με    . 

 

                                                
3 ΢τα ςυςτιματα με άπειρεσ λφςεισ, δεν αρκεί να αναφζρουμε ότι το πλικοσ των 
λφςεων είναι άπειρο. Θα πρζπει να αναφζρουμε τθ μορφι που ζχουν οι άπειρεσ 
λφςεισ. ΢το παράδειγμα που δόκθκε, το ηεφγοσ τιμϊν             αποτελεί λφςθ, 
αφοφ υπακοφει ςτθ μορφι               , ενϊ το ηεφγοσ τιμϊν             
δεν αποτελεί λφςθ του ςυςτιματοσ (επομζνωσ δεν ανικει ςτισ άπειρεσ λφςεισ), 
αφοφ δεν επαλθκεφει τθ μορφι                 ΢ε αντίκεςθ λοιπόν με μια 
εξίςωςθ απείρων λφςεων, ςτθν οποία οποιαδιποτε τιμι του x τθν επαλθκεφει, ζνα 
ςφςτθμα άπειρων λφςεων επαλθκεφεται για ςυγκεκριμζνθ μορφι άπειρων ηευγϊν 
λφςεων. 
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΢τθν τριγωνομετρία χρθςιμοποιοφμε τουσ τριγωνομετρικοφσ αρικμοφσ, οι οποίοι 
ορίηονται ωσ εξισ: 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
π.χ. για το τρίγωνο του ςχιματοσ ζχουμε: 
  

α

β
θμω  , 

α

γ
ςυνω  , 

γ

β
εφω   και 

β

γ
ςφω  . 

 
  

θμω =  
απζναντι κάκετθ πλευρά

υποτείνουςα
 

ςυνω =  
προςκείμενθ κάκετθ πλευρά

υποτείνουςα
 

εφω =  
απζναντι κάκετθ πλευρά

προςκείμενθ κάκετθ πλευρά
 

ςφω =  
προςκείμενθ κάκετθ πλευρά

απζναντι κάκετθ πλευρά
 

 

 

 

 

 
 

      Γ 
 
 
 
 
 
     β   α 
 
 
 
 
   
 
     Α       γ        Β
         

ω 

Α 

κεφάλαιο 

8 τριγωνομετρία 

βαςικζσ ζννοιεσ 

−1 ≤ θμx ≤ 1 

−1 ≤ ςυνx ≤ 1 

ΠΡΟ΢ΟΧΗ! 
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΢τον παρακάτω πίνακα δίνονται οι τριγωνομετρικοί αρικμοί κάποιων χριςιμων 
γωνιϊν.  

 
 

Γωνιά ςε 
μοίρεσ 

Γωνία ςε 
ακτίνια (rad) 

θμω ςυνω εφω ςφω 

   0 0 1 0 δεν ορίηεται 

    

6

π
 

1

 
 √ 

 
 

√ 

 
 

√  

    

4

π
 √ 

 
 

√ 

 
 

1 1 

    

3

π
 √ 

 
 

1

 
 √  √ 

 
 

9   

2

π
 

1 0 δεν ορίηεται 0 

  
 
Για να μετατρζψουμε μια γωνία από μοίρεσ ςε ακτίνια ι το αντίςτροφο 

χρθςιμοποιοφμε τθ ςχζςθ: 
 

 
 
 
 
  

Β τριγωνομετρικοί αρικμοί χριςιμων γωνιϊν 

 π

ακτίνια
=

    

μοίρεσ
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Σα βιματα για να προςδιορίςουμε τουσ τριγωνομετρικοφσ αρικμοφσ γωνιϊν 

που υπερβαίνουν τισ 9  π
 rad

2
, είναι τα παρακάτω: 

 (*) Αφαιροφμε τουσ κφκλουσ που μπορεί να περιζχονται ςτθ δοςμζνθ γωνία. 

Αυτονόθτο είναι πωσ αν θ γωνία δεν υπερβαίνει τον ζνα κφκλο, το ςτάδιο αυτό 

παρακάμπτεται. 

 Προςδιορίηουμε το τεταρτθμόριο ςτο οποίο τερματίηει θ δοςμζνθ γωνία. Αυτό 

το τεταρτθμόριο, κακορίηει τα πρόςθμα των τριγωνομετρικϊν αρικμϊν τθσ 

γωνίασ μασ, ςφμφωνα με το παρακάτω ςχεδιάγραμμα: 

 

 

  

Γ αναγωγι ςτο πρϊτο τεταρτθμόριο 

    9    
π

2
 rad  

 

 

 

 

 

 

 

 

18    π rad                                                                                 rad  και 
                           π rad  
 

 

 

                          

 

 

 

                                                  7    
3π

2
 rad  

1ο τεταρτθμόριο 
Όλα κετικά 

2ο τεταρτθμόριο 
Ημίτονο κετικό 

3ο τεταρτθμόριο 
Εφαπτομζνθ και 
΢υνεφαπτομζνθ 
κετικζσ 

4ο τεταρτθμόριο 
΢υνθμίτονο κετικό 
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 Ανάλογα με το τεταρτθμόριο τερματιςμοφ, θ αρχικι (παλαιά) γωνία 

τροποποιείται ςε μια νζα γωνία, με βάςθ τον πίνακα: 

 

Γωνίες στο 1ο τεταρτημόριο Ειδικά για τις γωνίες αυτζς: 

νζα γωνία = 
 

 
 - παλιά γωνία 

(νζα γωνία = 090  - παλιά γωνία) 

ΑΛΛΑ ΚΑΙ: 

θμ ςυν

εφ ςφ
  

Γωνίες στο 2ο τεταρτημόριο νζα γωνία = π - παλιά γωνία 

(νζα γωνία = 0180 - παλιά γωνία) 

Γωνίες στο 3ο τεταρτημόριο νζα γωνία = παλιά γωνία – π 

(νζα γωνία = παλιά γωνία - 0180 )  

Γωνίες στο 4ο τεταρτημόριο νζα γωνία = 2π – παλιά γωνία 

(νζα γωνία = 0360  - παλιά γωνία)  
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βαςικζσ 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

Οι τριγωνομετρικζσ ταυτότθτεσ δεν διαφζρουν από τισ γνωςτζσ ταυτότθτεσ τθσ 
Άλγεβρασ, μόνο που περιλαμβάνουν και τριγωνομετρικοφσ αρικμοφσ. ΢τθ κζςθ του 
γράμματοσ (γωνίασ) που περιζχουν (μπορεί να είναι και περιςςότερα του ενόσ 
γράμματοσ), μποροφμε να αντικακιςτοφμε μια τιμι. ΢το ίδιο γράμμα μζςα ςτθν 
ιςότθτα, αντικακιςτοφμε πάντα τθν ίδια τιμι, πχ. όπου βλζπουμε α ςτθν ταυτότθτα 
μποροφμε να αντικακιςτοφμε τισ    , ενϊ όπου βλζπουμε β τισ    .  
 
ΠΡΟ΢ΟΧΗ! Οι τριγωνομετρικζσ ταυτότθτεσ χρθςιμοποιοφνται και για γωνίεσ 
εκφραςμζνεσ ςε μοίρεσ, και για γωνίεσ εκφραςμζνεσ ςε rad (ακτίνια). 
 
Χρειάηεται επίςθσ να αναφερκεί ότι ςτθ κζςθ του γράμματοσ (ι των γραμμάτων) 
που περιζχει μια τριγωνομετρικι ταυτότθτα, μποροφμε να αντικακιςτοφμε και 
εγγράμματεσ ποςότθτεσ. Για παράδειγμα ςτθ κζςθ του ω μποροφμε να 
αντικαταςτιςουμε το 2x.  
 
ΠΡΟ΢ΟΧΗ! Κάποιεσ ταυτότθτεσ δεν ζχουν νόθμα για οριςμζνεσ τιμζσ των γωνιϊν 
που περιζχουν. Για παράδειγμα ςτθν εφαπτομζνθ, δεν μπορεί θ γωνία να είναι 9  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

Δ τριγωνομετρικζσ ταυτότθτεσ 
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τριγωνομετρικοί αρικμοί 
ακροίςματοσ γωνιϊν 

 

 

 

 

 

 

 

 

τριγωνομετρικοί αρικμοί 
διπλάςιασ γωνίασ 
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Γωνία ημω συνω εφω σφω γωνία ημω συνω εφω σφω 

0
ο
  0,0000 1,0000 0,0000  46

ο
 0,7193 0,6947 1,0355 0,9657 

1ο  0,0175 0,9998 0,0175 57,2900 47ο 0,7314 0,6820 1,0724 0,9325 

2ο  0,0349 0,9994 0,0349 28,6363 48ο 0,7431 0,6691 1,1106 0,9004 

3ο  0,0523 0,9986 0,0524 19,0812 49ο 0,7547 0,6561 1,1504 0,8693 

4
ο
  0,0698 0,9976 0,0699 14,3007 50

ο
 0,7660 0,6428 1,1918 0,8391 

5ο  0,0872 0,9962 0,0875 11,4301 51ο 0,7771 0,6293 1,2349 0,8098 

6ο  0,1045 0,9945 0,1051 9,5144 52ο 0,7880 0,6157 1,2799 0,7813 

7ο  0,1219 0,9925 0,1228 8,1444 53ο 0,7986 0,6018 1,3270 0,7536 

8ο  0,1392 0,9903 0,1405 7,1154 54ο 0,8090 0,5878 1,3764 0,7265 

9
ο
  0,1564 0,9877 0,1584 6,3138 55

ο
 0,8192 0,5736 1,4281 0,7002 

10ο  0,1736 0,9848 0,1763 5,6713 56ο 0,8290 0,5592 1,4826 0,6745 

11
ο
  0,1908 0,9816 0,1944 5,1446 57

ο
 0,8387 0,5446 1,5399 0,6494 

12
ο
  0,2079 0,9781 0,2126 4,7046 58

ο
 0,8480 0,5299 1,6003 0,6249 

13ο  0,2250 0,9744 0,2309 4,3315 59ο 0,8572 0,5150 1,6643 0,6009 

14ο  0,2419 0,9703 0,2493 4,0108 60ο 0,8660 0,5000 1,7320 0,5774 

15ο  0,2588 0,9659 0,2679 3,7321 61ο 0,8746 0,4848 1,8040 0,5543 

16ο  0,2756 0,9613 0,2867 3,4874 62ο 0,8829 0,4695 1,8807 0,5317 

17ο  0,2924 0,9563 0,3057 3,2709 63ο 0,8910 0,4540 1,9626 0,5095 

18ο  0,3090 0,9511 0,3249 3,0777 64ο 0,8988 0,4384 2,0503 0,4877 

19ο  0,3256 0,9455 0,3443 2,9042 65ο 0,9063 0,4226 2,1445 0,4663 

20ο  0,3420 0,9397 0,3640 2,7475 66ο 0,9135 0,4067 2,2460 0,4452 

21ο  0,3584 0,9336 0,3839 2,6051 67ο 0,9205 0,3907 2,3558 0,4245 

22
ο
  0,3746 0,9272 0,4040 2,4751 68

ο
 0,9272 0,3746 2,4751 0,4040 

23ο  0,3907 0,9205 0,4245 2,3559 69ο 0,9336 0,3584 2,6051 0,3839 

24ο  0,4067 0,9135 0,4452 2,2460 70ο 0,9397 0,3420 2,7475 0,3640 

25ο  0,4226 0,9063 0,4663 2,1445 71ο 0,9455 0,3256 2,9042 0,3443 

26ο  0,4384 0,8988 0,4877 2,0503 72ο 0,9511 0,3090 3,0777 0,3249 

27ο  0,4540 0,8910 0,5095 1,9626 73ο 0,9563 0,2924 3,2708 0,3057 

28
ο
  0,4695 0,8829 0,5317 1,8807 74

ο
 0,9613 0,2756 3,4874 0,2867 

29ο  0,4848 0,8746 0,5543 1,8040 75ο 0,9659 0,2588 3,7320 0,2680 

30
ο
 0,5000 0,8660 0,5773 1,7321 76

ο
 0,9703 0,2419 4,0108 0,2493 

31ο 0,5150 0,8572 0,6009 1,6643 77ο 0,9744 0,2250 4,3315 0,2309 

32
ο
 0,5299 0,8480 0,6249 1,6003 78

ο
 0,9781 0,2079 4,7046 0,2126 

33ο 0,5446 0,8387 0,6494 1,5399 79ο 0,9816 0,1908 5,1445 0,1944 

34
ο
 0,5592 0,8290 0,6745 1,4826 80

ο
 0,9848 0,1736 5,6712 0,1763 

35
ο
 0,5736 0,8192 0,7002 1,4281 81

ο
 0,9877 0,1564 6,3137 0,1584 

36ο 0,5878 0,8090 0,7265 1,3764 82ο 0,9903 0,1392 7,1153 0,1405 

37ο 0,6018 0,7986 0,7536 1,3270 83ο 0,9925 0,1219 8,1443 0,1228 

38
ο
 0,6157 0,7880 0,7813 1,2799 84

ο
 0,9945 0,1045 9,5143 0,1051 

39 0,6293 0,7771 0,8098 1,2349 85ο 0,9962 0,0872 11,4299 0,0875 

40
ο
 0,6428 0,7660 0,8391 1,1918 86

ο
 0,9976 0,0698 14,3004 0,0699 

41ο 0,6561 0,7547 0,8693 1,1504 87ο 0,9986 0,0523 19,0807 0,0524 

42ο 0,6691 0,7431 0,9004 1,1106 88ο 0,9994 0,0349 28,6352 0,0349 

43
ο
 0,6820 0,7314 0,9325 1,0724 89

ο
 0,9998 0,0175 57,2857 0,0175 

44ο 0,6947 0,7193 0,9657 1,0355 90ο 1,0000 0,0000  0,0000 

45
ο
 0,7071 0,7071 1,0000 1,0000      

 

Ε πίνακασ τριγωνομετρικϊν αρικμϊν 
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Σριγωνομετρικζσ καλοφνται οι εξιςϊςεισ που ζχουν άγνωςτο (x), μζςα ςε κάποιον 
τριγωνομετρικό αρικμό. Αυτό που πρζπει να κάνουμε εμείσ, είναι να 
προςδιορίςουμε τθν τιμι (ι ςυνθκζςτερα τθ μορφή των τιμών1) του αγνϊςτου, 
δθλαδι τθ γωνία που επαλθκεφει τθν εξίςωςθ. 
 

 

 

 

Παρακάτω δίνονται οι βαςικζσ τριγωνομετρικζσ εξιςϊςεισ, με τισ αντίςτοιχεσ λφςεισ 
τουσ: 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                
1 ΢υνικωσ οι λφςεισ μιασ τριγωνομετρικισ εξίςωςθσ είναι άπειρεσ, γιατί άπειρεσ 
είναι οι γωνίεσ που ζχουν ίδιεσ τιμζσ τριγωνομετρικϊν αρικμϊν. Αφοφ λοιπόν δεν 
μποροφμε να γράψουμε μία-μία όλεσ τισ λφςεισ τουσ (δεν κα τελειϊναμε ποτζ!), 
δίνουμε μια ςχζςθ που «περιγράφει» τισ λφςεισ. 

΢Σ τριγωνομετρικζσ εξιςϊςεισ 

΢Σ 1 βαςικζσ τριγωνομετρικζσ εξιςϊςεισ 

 

 

  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

με κ ∈ ℤ 

θμx = θμκ 

ςυνx = ςυνκ 

εφx = εφκ 

ςφx = ςφκ 

x =  κπ + κ ή 

x =  κπ + π − κ 

x =  κπ + κ ι 

x =  κπ − κ 

x = κπ + κ 

x = κπ + κ 
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Όταν μπροςτά από κάποιον τριγωνομετρικό αρικμό ςε μια τριγωνομετρικι 
εξίςωςθ, υπάρχει αρνθτικό πρόςθμο και κζλουμε να το εξαφανίςουμε (για να ζρκει 
θ εξίςωςθ ςτθ μορφι των βαςικϊν τριγωνομετρικϊν εξιςϊςεων), ακολουκοφμε 
τουσ κανόνεσ του παρακάτω διαγράμματοσ: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σα παραπάνω βαςίηονται ςτισ ακόλουκεσ ιδιότθτεσ:  
  

΢Σ 2 τριγωνομετρικζσ εξιςϊςεισ με μείον 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 
   

   ΠΡΟ΢ΟΧΗ! 

 

θμx = −θμκ 

ςυνx = −ςυνκ 
 

εφx = −εφκ 

ςφx = −ςφκ 

θμx = θμ −κ  

ςυνx = ςυν π − κ  

εφx = εφ −κ  

ςφx = ςφ −κ  
 

ςυν −κ = ςυνκ 

  

θμ −x = −θμx ςυν −x = ςυνx 

εφ −x = −εφx 

ςφ −x = −ςφx 

−ςυνx = ςυν π − x  
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Πρόκειται για τριγωνομετρικζσ εξιςϊςεισ, ςτισ οποίεσ αντί για x, ςτον ζναν ι και 
ςτουσ δφο εμφανιηόμενουσ τριγωνομετρικοφσ αρικμοφσ, περιζχονται πιο ςφνκετεσ 
εκφράςεισ. Δεν διαφζρουν ουςιαςτικά από τισ βαςικζσ τριγωνομετρικζσ εξιςϊςεισ, 
εντοφτοισ βοθκθτικό για τθν επίλυςι τουσ είναι το επόμενο διάγραμμα: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Ενδεχομζνωσ και το κ να είναι ζκφραςθ του x. ΢ε αυτι τθν περίπτωςθ, αφοφ 
εφαρμόςουμε όςα αναφζρει ο παραπάνω πίνακασ, λφνουμε τθν εξίςωςθ που ζχει 
προκφψει ωσ προσ x. 
  

 

 

  

 

  

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

με κ ∈ ℤ 

θμf x = θμκ 

ςυνf x = ςυνκ 

εφf x = εφκ 

ςφf x = ςφκ 

f x =  κπ + κ ι 

f x =  κπ + π − κ 

f x =  κπ + κ ι 

f x =  κπ − κ 

f x = κπ + κ 

f x = κπ + κ 

΢Σ 3 τριγωνομετρικζσ εξιςϊςεισ με ςφνκετεσ 
εκφράςεισ του x 
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Τπάρχουν τριγωνομετρικζσ εξιςϊςεισ, που θ λφςθ τουσ βαςίηεται ςε πρϊτθ φάςθ ςε 
επίλυςθ κλαςικισ πολυωνυμικισ εξίςωςθσ τθσ άλγεβρασ. ΢υνθκιςμζνεσ τακτικζσ 
αντιμετϊπιςθσ τζτοιων εξιςϊςεων, είναι αυτζσ που προτείνονται παρακάτω: 
 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Επίςθσ χριςιμεσ είναι οι μετατροπζσ:  
 
 
 
 
 
  

΢Σ 4 τριγωνομετρικζσ εξιςϊςεισ αλγεβρικισ μορφισ 

  
Αντικακιςτοφμε τον πολλαπλά 
εμφανιηόμενο τριγωνομετρικό 
αρικμό με y. 

π.χ. θ εξίςωςθ θμ2x −  θμx + 1 =   με 
αντικατάςταςθ του θμx με y, δίνει 
 y2 −  y + 1 =  . 

Εφαρμόηουμε κάποια από τισ 
ςυνθκιςμζνεσ μακθματικζσ 
ςυνκικεσ. 

π.χ. θ εξίςωςθ   θμx + 1 ∙  √ εφx − 1 =    

δίνει     θμx + 1 =     ι       √ εφx − 1 =  . 

Χρθςιμοποιοφμε τθν εξίςωςθ 
xν = α. 

π.χ. θ εξίςωςθ εφ2x =   δίνει  

εφx = √   ι  εφx = −√  

  
θμx = ςυν  

π

 
− x  ςυνx = θμ  

π

 
− x  

εφx = ςφ  
π

 
− x  ςφx = εφ  

π

 
− x  

εφx =
1

ςφx
 ςφx =

1

εφx
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Η ςυνάρτθςθ f x = θμx, 
 

 ζχει πεδίο οριςμοφ το ςφνολο R 

 ζχει ςφνολο τιμϊν το διάςτθμα *-1,1] 

 είναι περιοδικι, με περίοδο Σ=2π 

 θ μονοτονία τθσ ακολουκεί τθ διαγραμματικι αναπαράςταςθ του παρακάτω 

πίνακα: 

 

 

 

    

            

 
  

Ζ τριγωνομετρικζσ ςυναρτιςεισ 

0                  π                          2π 

0                       π                             2π 

0           1         0                -1              0 

 
 
 
1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
-1 

τι
μ

ζσ
  x

 
τι

μ
ζσ

  y
 

Ζ 1 θ ςυνάρτθςθ f(x)=θμx  
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Η ςυνάρτθςθ f x = α ∙ θμ β ∙ x + γ + δ, 

  
 ζχει πεδίο οριςμοφ το ςφνολο R 

 ζχει ςφνολο τιμϊν το διάςτθμα α δ, α δ      

 είναι περιοδικι, με περίοδο 
2π

Σ
β

  

 είναι μετατοπιςμζνθ κατά:  

 

 Αν α>0, τότε θ μονοτονία τθσ ακολουκεί τθ διαγραμματικι αναπαράςταςθ του 

παρακάτω πίνακα: 

 

 

 

    

 

 

 

 Αν α<0, τότε θ μονοτονία τθσ ακολουκεί τθ διαγραμματικι αναπαράςταςθ του 

παρακάτω πίνακα: 

 

 

 

    

 

 

 
 
 
 
 
 
  

γ  προσ τα αριςτερά ςε ςχζςθ με τθν 

f x = θμx, αν γ>0 

γ  προσ τα δεξιά ςε ςχζςθ με τθν 

 f x = θμx, αν γ<0 

δ         α+δ        δ              -α+δ              δ 

 −
γ

β
                 

Σ

4
−

γ

β
     

Σ

2
−

γ

β
              

3Σ

4
−

γ

β
              Σ −

γ

β

  

δ         α+δ        δ              -α+δ              δ 

τι
μ

ζσ
  x

 
τι

μ
ζσ

  y
 

τι
μ

ζσ
  x

 
τι

μ
ζσ

  y
 

Ζ 2 θ ςυνάρτθςθ f x = α ∙ θμ β ∙ x + γ + δ  

 −
γ

β
                 

Σ

4
−

γ

β
     

Σ

2
−

γ

β
              

3Σ

4
−

γ

β
              Σ −

γ

β

  



 
 Μακθμαγικά 

65 

 
 
 
 
 
Η ςυνάρτθςθ f x = ςυνx, 
 

 ζχει πεδίο οριςμοφ το ςφνολο R 

 ζχει ςφνολο τιμϊν το διάςτθμα *-1,1] 

 είναι περιοδικι, με περίοδο Σ=2π 

 θ μονοτονία τθσ ακολουκεί τθ διαγραμματικι αναπαράςταςθ του παρακάτω 

πίνακα: 

 

 

 

    

            

 
 
 
 
  

Ζ 3 θ ςυνάρτθςθ f(x)=ςυνx  

0                  π                          2π 

   0                       π                             2π 

1           0        -1                  0              1 

 
 
 
1 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
-1 

τι
μ

ζσ
  x

 
τι

μ
ζσ

  y
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Για τθ μελζτθ τθσ ςυνάρτθςθσ f x = α ∙ ςυν β ∙ x + γ + δ, χρθςιμοποιοφμε τισ 
γνϊςεισ μασ για τθ μελζτθ τθσ f x = α ∙ θμ β ∙ x + γ + δ (παράγραφοσ Ζ 2). 
΢υγκεκριμζνα μετατρζπουμε τθν αρχικά δοςμζνθ f x = α ∙ ςυν β ∙ x + γ + δ, με 
βάςθ το παρακάτω ςκεπτικό: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η ςυνάρτθςθ f x = εφx, 
 

 ζχει πεδίο οριςμοφ x  κ ∙ π +
π

2
, με κ ∈ ℤ και x ∈   

 ζχει ςφνολο τιμϊν το ςφνολο   

 είναι περιοδικι, με περίοδο Σ=π 

 είναι γνιςια αφξουςα και θ γραφικι τθσ παράςταςθ φαίνεται παρακάτω: 

 

 

  

Ζ 4 θ ςυνάρτθςθ f x = α ∙ ςυν β ∙ x + γ + δ  

f x = α ∙ ςυν β ∙ x + γ + δ = α ∙ θμ  
π

 
− β ∙ x − γ + δ = −α ∙ θμ  β ∙ x + γ −

π

 
 + δ 

Ζ 5 θ ςυνάρτθςθ f x = εφx 

−π                   −
π

2
                       0                                

π

2
                               π 
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Η ςυνάρτθςθ f x = ςφx, 
 

 ζχει πεδίο οριςμοφ x  κ ∙ π, με κ ∈ ℤ και x ∈   

 ζχει ςφνολο τιμϊν το ςφνολο   

 είναι περιοδικι, με περίοδο Σ=π 

 είναι γνιςια φκίνουςα και θ γραφικι τθσ παράςταςθ φαίνεται παρακάτω: 

 

 

 

Ζ 6 θ ςυνάρτθςθ f x = ςφx 

−π                   −
π

2
                       0                                

π

2
                               π 
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Η εξίςωςθ νιοςτοφ βακμοφ (ν κετικόσ ακζραιοσ) τθσ μορφισ   ν  α  λφνεται με 

βάςθ το παρακάτω διάγραμμα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Α 

κεφάλαιο

9 
ειδικι περίπτωςθ εξίςωςθσ και 

ανίςωςθσ νιοςτοφ βακμοφ 

επίλυςθ τθσ εξίςωςθσ  ν  α 

  

 ν  α 

αν ν άρτιοσ (ηυγόσ) 

 

αν ν περιττόσ (μονόσ) 

 

   √αν  

Αν α ≥ 0 Αν α < 0 

αδφνατθ 

ςτο   

 

  √αν  

Αν α ≥ 0 

   √ αν  

Αν α < 0 

ςτο    ιςχφει 

     √αν  
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Η ανίςωςθ νιοςτοφ βακμοφ (ν κετικόσ ακζραιοσ) τθσ μορφισ   ν ≥ α  λφνεται με 

βάςθ το παρακάτω διάγραμμα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Β επίλυςθ τθσ ανίςωςθσ   ≥   

  

 ν ≥ α 

αν ν άρτιοσ (ηυγόσ) 

 Αν α ≥ 0 

   √αν
 ι 

 ≥ √ 
  

 

 

Αν α < 0 

αόριστη 

 

αν ν περιττόσ (μονόσ) 

 

 ≥ √αν  

Αν α ≥ 0 

 ≥  √ αν  

Αν α < 0 
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Η ανίςωςθ νιοςτοφ βακμοφ (ν κετικόσ ακζραιοσ) τθσ μορφισ   ν  α  λφνεται με 

βάςθ το παρακάτω διάγραμμα. 

 

 

Γ επίλυςθ τθσ ανίςωςθσ      

  

 ν  α 

αν ν άρτιοσ (ηυγόσ) 

 Αν α ≥ 0 

 √ 
    √ 

   

 

Αν α < 0 

αδφνατθ 

 

αν ν περιττόσ (μονόσ) 

 

  √αν  

Αν α ≥ 0 

   √ αν  

Αν α < 0 
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Εκκετικζσ ονομάηονται οι ςυναρτιςεισ ςτισ οποίεσ θ μεταβλθτι βρίςκεται ςτον 
εκκζτθ ενόσ κετικοφ αρικμοφ. 

Μορφι:  ( )  α   

Πεδίο οριςμοφ:   

Σφνολο τιμών: (    ) 

H εκκετικι είναι ςυνάρτθςθ “1-1”, επομζνωσ ιςχφει 
 

Κοινό ςθμείο με άξονα y’y:  (   )   
 
 
 

 

Μονοτονία: γνιςια φκίνουςα Μονοτονία: γνιςια αφξουςα 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

τείνει αςυμπτωτικά ςτον άξονα x’x ςτο 
   

τείνει αςυμπτωτικά ςτον άξονα x’x ςτο 
   

 

 

Α 

κεφάλαιο

10 
εκκετικι και λογαρικμικι 

ςυνάρτθςθ 

εκκετικι ςυνάρτθςθ 

αν 0<α<1 αν α>1 

1 

0 

1 

0 

 (  )   (  )  α   α  
     
⇔        

 (  )   (  )         
 
⇔       (  )   (  )  α   α  

 
⇔      
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Λογαρικμικζσ ονομάηονται οι ςυναρτιςεισ ςτισ οποίεσ θ μεταβλθτι βρίςκεται μζςα 
ςε λογάρικμο. 

Μορφι:  ( )         με        

Πεδίο οριςμοφ: (    ) 

Σφνολο τιμών:   

H λογαρικμικι είναι ςυνάρτθςθ “1-1”, επομζνωσ ιςχφει 
 

Κοινό ςθμείο με άξονα x’x:  (   ) 
 
 
 

 

Μονοτονία: γνιςια φκίνουςα Μονοτονία: γνιςια αφξουςα 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

τείνει αςυμπτωτικά ςτον άξονα y’y ςτο 0 τείνει αςυμπτωτικά ςτον άξονα y’y ςτο 0 

 

  

Β λογαρικμικι ςυνάρτθςθ 

αν 0<α<1 αν α>1 

0       1 

 (  )   (  )     α      α  
     
⇔        

 (  )   (  )     α      α  
 
⇔       (  )   (  )     α      α  

 
⇔      

0       1 
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Η αντίςτροφθ τθσ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ, είναι θ λογαρικμικι ςυνάρτθςθ και 

θ αντίςτροφθ τθσ λογαρικμικισ, είναι θ εκκετικι ςυνάρτθςθ. Αυτό ςθμαίνει: 

 ότι οι γραφικζσ τουσ παραςτάςεισ είναι ςυμμετρικζσ ωσ προσ τθ διχοτόμο 

πρώτου και τρίτου τεταρτθμορίου, δθλαδι τθν ευκεία y=x.  

 

 όταν το ςθμείο Α(   ) ανικει ςτθ γραφικι παράςταςθ τθσ εκκετικισ, 

τότε το ςθμείο   (   )  ανικει ςτθ γραφικι παράςταςθ τθσ αντίςτοιχθσ 

λογαρικμικισ και το αντίςτροφο. 

 

 θ εκκετικι και θ αντίςτοιχθ λογαρικμικι ςυνάρτθςθ ζχουν το ίδιο είδοσ 

μονοτονίασ 
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   ακ   ⇔ α  κ με   α    και κ    

     κ     κ 

    κ    κ 

   α     α     α(   ) 

   α     α     α (
 

 
) 

   α 
κ  κ     α  

   βκ  
   ακ

   αβ
 όπου   α    β    κ    

        

      

           

 

 

 

Στον παρακάτω πίνακα παρουςιάηονται οι βαςικζσ ιδιότθτεσ των λογαρίκμων. 

 

Γ ιδιότθτεσ λογαρίκμων 
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διάγραμμα Venn συμβολισμός ερμηνεία 

 Α    πραγματοποιείται τουλάχιςτον 
ζνα από τα Α και   

(πραγματοποιείται το Α ι το  ) 
Α ζνωςθ   

τα ςτοιχεία των 
ςυνόλων Α και   

μαηί 

 Α    πραγματοποιείται το Α και το   
ταυτόχρονα Α τομι   

τα κοινά ςτοιχεία 
των ςυνόλων Α 

και   

 Α  δεν πραγματοποιείται το Α 

ςυμπλθρωματικό 
του Α 

τα ςτοιχεία του Ω 
που δεν ανικουν 

ςτο Α 

 (Α   )  δεν πραγματοποιείται κανζνα 
από τα Α και   ςυμπλθρωματικό   

τθσ Α    

τα ςτοιχεία του Ω 
που δεν ανικουν 

ςτθν Α    

 (Α   )  (Α   ) πραγματοποιείται ακριβώσ ζνα 
από τα Α και   

(πραγματοποιείται μόνο ζνα 
από τα Α και  ) 

 

τα ςτοιχεία των Α 
και  , χωρίσ τα 

κοινά τουσ 

 Α (Α   ) πραγματοποιείται μόνο το Α  

 

τα ςτοιχεία του Α 
που δεν ανικουν 

ςτο   

 

 

 

        

Κεφάλαιο

11 πράξεισ με ςφνολα 

        Α                           

Ω 

 

    Α    

Ω 

           Α             

 

        
        Α                           

Ω 

 

    Α    

Ω 

           Α             

 

    Α    

Ω 

           Α             

 

    Α               Α             

Ω 
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Καλοφμε αρικμθτικι πρόοδο, τθν ακολουκία τθσ οποίασ κάκε όροσ προκφπτει από 

τον προθγοφμενο με πρόςκεςθ πάντα του ίδιου ςτακεροφ αρικμοφ ω. 

(Ο ω δεν αποκλείεται να είναι αρνθτικόσ) 

Για παράδειγμα οι αρικμοί -5, -3, -1, 1, 3, … αποτελοφν διαδοχικοφσ όρουσ 

αρικμθτικισ προόδου αφοφ αν προςκζςουμε ςε οποιονδιποτε από αυτοφσ τον 

αρικμό ω=2, προκφπτει ο επόμενοσ. 

Στθν αρικμθτικι πρόοδο χριςιμεσ είναι οι παρακάτω ςχζςεισ: 

νιοςτόσ όροσ αρικμθτικισ 
προόδου 

ο νιοςτόσ όροσ αρικμθτικισ προόδου 
υπολογίηεται από τθ ςχζςθ:  
 
 
 
όπου    ο πρώτοσ όροσ τθσ ακολουκίασ. 

άκροιςμα ν πρώτων όρων 
αρικμθτικισ προόδου 

το άκροιςμα των ν πρώτων όρων μιασ 
αρικμθτικισ προόδου, υπολογίηεται από τθ 
ςχζςθ: 
 
 
 
 
ι τθν ιςοδφναμθ: 
 
 
 
 

αρικμθτικόσ μζςοσ αν α, β, γ είναι τρεισ διαδοχικοί όροι αρικμθτικισ 
προόδου, τότε για αυτοί ςυνδζονται με τθ ςχζςθ: 
 
 
 
 
 

 

Α 

Κεφάλαιο

12 ακολουκίεσ 

αρικμθτικι πρόοδοσ 

              

 ν  
ν

 
  α  αν  

 ν  
ν

 
 [ α   ν     ω] 

β  
α  γ
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Καλοφμε γεωμετρικι πρόοδο, τθν ακολουκία τθσ οποίασ κάκε όροσ προκφπτει από 

τον προθγοφμενο, πολλαπλαςιάηοντασ πάντα με τον ίδιο ςτακερό αρικμό λ. 

(Προφανώσ ηθτάμε    , για να ορίηεται θ ακολουκία, ενώ αν    ,  όλοι οι όροι 

τθσ ακολουκίασ είναι ίςοι μεταξφ τουσ, επομζνωσ δε μιλάμε για γεωμετρικι πρόοδο) 

Για παράδειγμα οι αρικμοί 3, -6, 12, -24… αποτελοφν όρουσ γεωμετρικισ προόδου, 

αφοφ αν πολλαπλαςιάςουμε οποιονδιποτε αρικμό με λ=-2 προκφπτει ο επόμενοσ. 

Στθ γεωμετρικι πρόοδο χριςιμεσ είναι οι παρακάτω ςχζςεισ: 

νιοςτόσ όροσ γεωμετρικισ 
προόδου 

ο νιοςτόσ όροσ γεωμετρικισ προόδου 
υπολογίηεται από τθ ςχζςθ:  
 
 
 
όπου    ο πρώτοσ όροσ τθσ ακολουκίασ και λ ο 
λόγοσ τθσ. 

άκροιςμα ν πρώτων όρων 
γεωμετρικισ προόδου 

το άκροιςμα των ν πρώτων όρων μιασ 
γεωμετρικισ προόδου, υπολογίηεται από τθ 
ςχζςθ: 
 
 
 
 
όπου    ο πρώτοσ όροσ τθσ ακολουκίασ και λ ο 
λόγοσ τθσ.  
(Η ςχζςθ ιςχφει με τθν προχπόκεςθ λ 1 ). 
 

γεωμετρικόσ μζςοσ αν α, β, γ είναι τρεισ διαδοχικοί όροι γεωμετρικισ 
προόδου, τότε για αυτοί ςυνδζονται με τθ ςχζςθ: 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

Β γεωμετρικι πρόοδοσ  

      λν   

      
λν   
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Η γενικι μορφι τθσ εξίςωςθσ τθσ ευκείασ είναι:  

 

Εντοφτοισ, ςυχνά εμφανίηεται και με κάποια από τισ μορφζσ:  

 

 

 

.  

Η τελευταία ςχζςθ είναι γνωςτι ωσ εξίςωςθ εφαπτομζνθσ ςυνάρτθςθσ. 

 

 

 

Ο ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ μιασ ευκείασ (ονομάηεται και κλίςθ τθσ ευκείασ), 

εκφράηει τθν εφαπτομζνθ τθσ γωνίασ ω, που ςχθματίηει θ ευκεία με τον άξονα x’x. 

 

Α 

κεφάλαιο

13 θ ευκεία 

γενικι μορφι ευκείασ 

Α         με Α    ι     

γωνία ω 

εφω = λ =        

 

  ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ ευκείασ 

  λ      

     λ         
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Σε κάκε περίπτωςθ, για να προςδιορίςουμε το ςυντελεςτι διεφκυνςθσ μιασ 

ευκείασ κάνουμε κάτι από τα παρακάτω, ανάλογα με τα δεδομζνα του 

προ λιματοσ: 

 λφνουμε τθν εξίςωςι τθσ (αν τθ γνωρίηουμε) ωσ προσ y. Τότε, ο ςυντελεςτισ 

του x (μαηί με το πρόςθμο και τυχόν παρονομαςτι που μπορεί να ζχει), είναι 

ο ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ τθσ ευκείασ. (Μοναδικθ εξαίρεςη ςε αυτό, είναι 

εξιςώςεισ τησ μορφθσ x=αριιμόσ, οι οποίεσ εκφράζουν ευιείεσ που είναι 

κάιετεσ ςτον άξονα x’x, και ο ςυντελεςτθσ διεφιυνςθσ τουσ δεν ορίζεται). 

 Αν γνωρίηουμε τισ ςυντεταγμζνεσ δφο ςθμείων Α     Α  και          τθσ 

ευκείασ, τότε μποροφμε να προςδιορίςουμε το ςυντελεςτι διεφκυνςθσ τθσ από 

τθ ςχζςθ: 

 

 

 

Αν       τότε ο ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ τθσ ευκείασ δεν ορίηεται και θ 

εξίςωςι τθσ είναι     . 

 Αν γνωρίηουμε τθ γωνία που ςχθματίηει θ ευκεία με τον άξονα x’x, τότε 

λ  εφω. 

 Αν γνωρίηουμε τθν εξίςωςθ μιασ άλλθσ ευκείασ με ςυντελεςτι διεφκυνςθσ λ , 

ωσ προσ τθν οποία θ ηθτοφμενθ ευκεία είναι παράλλθλθ, τότε λ  λ  

 Αν γνωρίηουμε τθν εξίςωςθ μιασ άλλθσ ευκείασ με ςυντελεςτι διεφκυνςθσ λ , 

ωσ προσ τθν οποία θ ηθτοφμενθ ευκεία είναι κάκετθ, τότε λ  λ     

  

λ  
 Α    

     
 

με       
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  ια να προςδιορίςουμε το κοινό ςθμείο μιασ ευκείασ με τον άξονα x’x (με τθν 

προχπόκεςθ να υπάρχει κοινό ςθμείο), κζτουμε y=0 ςτθν εξίςωςι τθσ, και 

λφνουμε ςτθ ςυνζχεια ωσ προσ x. Η τιμι 0x  που προςδιορίηουμε, αποτελεί τθν 

τετμθμζνθ του ςθμείου. Επομζνωσ το ηθτοφμενο ςθμείο είναι: 0A x ,0 . 

 

  ια να προςδιορίςουμε το κοινό ςθμείο μιασ ευκείασ με τον άξονα y’y (με τθν 

προχπόκεςθ να υπάρχει κοινό ςθμείο), κζτουμε x=0 ςτθν εξίςωςι τθσ, και 

λφνουμε ςτθ ςυνζχεια ωσ προσ y. Η τιμι 0y  που προςδιορίηουμε, αποτελεί τθν 

τεταγμζνθ του ςθμείου. Επομζνωσ το ηθτοφμενο ςθμείο είναι: 0B 0,y . 

 

 

 

 ια να είναι δφο ευκείεσ παράλλθλεσ, κα πρζπει να ζχουν τον ίδιο ςυντελεςτι 

διεφκυνςθσ, δθλαδι κα πρζπει 1 2λ λ . 

 

 

 ια να είναι δφο ευκείεσ κάκετεσ, κα πρζπει το γινόμενο των ςυντελεςτϊν 

διεφκυνςισ τουσ να ιςοφται με -1, δθλαδι πρζπει: 1 2λ λ 1 . 

 

 

  

  κοινά ςθμεία τθσ ευκείασ με τουσ άξονεσ 

  ςυνκικθ παραλλθλίασ ευκειϊν 

Δ ςυνκικθ κακετότθτασ ευκειϊν 
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 ια να προςδιορίςουμε (αν υπάρχουν) τα κοινά ςθμεία δφο ευκειϊν, λφνουμε το 

ςφςτθμα των εξιςϊςεϊν τουσ.  

Αν προκφψει λφςθ, τότε αυτι εκφράηει τισ ςυντεταγμζνεσ του κοινοφ ςθμείου των 

ευκειϊν. 

Αν το ςφςτθμα προκφψει αδφνατο, ςθμαίνει ότι οι ευκείεσ είναι παράλλθλεσ, οπότε 

δεν ζχουν κοινό ςθμείο (δφο παράλλθλεσ ευκείεσ δεν ζχουν κοινό ςθμείο, 

επομζνωσ το ςφςτθμα των εξιςϊςεϊν τουσ είναι αδφνατο). 

Αν το ςφςτθμα προκφψει να ζχει άπειρεσ λφςεισ, ςθμαίνει ότι οι ευκείσ ταυτίηονται 

(δφο ευκείεσ που ταυτίηονται ζχουν άπειρα κοινά ςθμεία). 

  

Ε κοινά ςθμεία ευκειϊν 
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Όταν κζλουμε να προςδιορίςουμε τθν απόςταςθ ενόσ ςθμείου Α     Α  από μια 

ευκεία ε Α        , χρθςιμοποιοφμε τθ ςχζςθ: 

 

 

 

 

Αν θ απόςταςθ ζχει τιμι μθδζν, το ςθμείο Α ανικει ςτθν ευκεία ε. 

  

ΣΤ απόςταςθ ςθμείου από ευκεία 

    ε  
|Α   Α        |

√Α    
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Όταν γνωρίηουμε τισ ςυντεταγμζνεσ τριϊν ςθμείων Α     Α ,          και          

και ηθτάμε να προςδιορίςουμε το εμ αδόν του τριγϊνου Α   που αυτά ορίηουν, 

χρθςιμοποιοφμε τθ ςχζςθ: 

 

 

 

Αν το εμ αδόν προςδιοριςτεί ίςο με το μθδζν, τα ςθμεία Α,   και   είναι 

ςυνευκειακά. 

 

 

 

Ζ εμ αδόν τριγϊνου που ορίηεται από τρία ςθμεία 

 Α    
 

 
||
          

          
|| 
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Κφκλοσ είναι ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςθμείων του επιπζδου, που θ απόςταςθ 
τουσ από ζνα ςτακερό ςθμείο του επιπζδου, το οποίο καλοφμε κζντρο, είναι 
ςτακερι. Τθν απόςταςθ αυτι ονομάηουμε ακτίνα του κφκλου. 
 

εξίςωςθ του 
κφκλου 

 
 
όπου Κ        οι ςυντεταγμζνεσ του κζντρου του κφκλου 
και ρ θ ακτίνα του  

 

 

 
 
 

 

εξίςωςθ 
εφαπτομζνθσ του 
κφκλου 
 

 
 

 

                                

 

 

 
 

 

 
 

 

 

Α 

κεφάλαιο

14 κωνικζσ τομζσ 

κφκλοσ 

      
        

     

            Κ  

       Ο          

ρ 

                              A        

     

               K  

       O       ρ        

M(x,y) 



 
 

Σ. Αςθμζλλθσ 

Μακθμαγικά 

85 

 

 

 

 

 

 

  

 

γενικι μορφι εξίςωςθσ κφκλου:  θ εξίςωςθ  

 

όταν ιςχφει            εκφράηει κφκλο με κζντρο  

 

και ακτίνα  

      Α            

Α           Κ ( 
Α

 
  

 

 
) 

ρ  
√         
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Ζςτω μια ευκεία  δ  και ζνα ςθμείο Ε εκτόσ τθσ δ. Ονομάηεται παραβολι με εςτία 
το ςθμείο Ε και διευκετοφςα τθν ευκεία δ, ο γεωμετρικόσ τόποσ C των ςθμείων 
του επιπζδου τα οποία ιςαπζχουν από τθν Ε και τθ δ. 
 

εξίςωςθ τθσ 
παραβολισ 

 
 
 

αν p>0 

 
 
 

αν p<0 

 

εξίςωςθ  
εφαπτομζνθσ 
τθσ παραβολισ 

 
 
 
 

ςε κάποιο ςθμείο Α        τθσ παραβολισ             

 

 

 
 

 

  παραβολι 

         

δ
ιε

υ
κ

ετ
ο

φ
ς

α
  

 
 

  
 

 (
 

 
  ) 

δ
ιε

υ
κ

ετ
ο

φ
ς

α
  

 
 

  
 

 (
 

 
  ) 

              

A        

M      
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εξίςωςθ τθσ 
παραβολισ 

 
 

αν p>0 

 
 

αν p<0 

 

εξίςωςθ 
εφαπτομζνθσ 
τθσ παραβολισ 

 
 
 
 

ςε κάποιο ςθμείο Α        τθσ παραβολισ             

 

 

 
 
 

 

  

         

διευκετοφςα    
 

 
 

 (  
 

 
) 

διευκετοφςα    
 

 
 

 (  
 

 
) 

              

A        

M      
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Ζςτω Ε’ και Ε δφο ςθμεία ενόσ επιπζδου. Ονομάηεται ζλλειψθ με εςτίεσ τα ςθμεία 
Ε’ και Ε ο γεωμετρικόσ τόποσ C των ςθμείων του επιπζδου των οποίων το 
άκροιςμα των αποςτάςεων από τα Ε’ και Ε είναι ςτακερό και μεγαλφτερο του  Ε’Ε. 
Το ςτακερό αυτό άκροιςμα το ςυμβολίηουμε, ςυνικωσ, με 2α και τθν απόςταςθ 
των εςτιϊν Ε’ και Ε με 2γ. H απόςταςθ Ε’Ε ονομάηεται εςτιακι απόςταςθ τθσ 
ζλλειψθσ. 
 
 

εξίςωςθ τθσ 
ζλλειψθσ 

θ εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ C με εςτίεσ τα ςθμεία Ε   γ   , Ε γ    
και ςτακερό άκροιςμα 2α είναι 

 
 
 
 

όπου β  √α  γ  
 
 

 

 
 

 
 

εκκεντρότθτα 
τθσ ζλλειψθσ 

   

                                          
 

 

 

 
 

 

 

  

  ζλλειψθ 

  

α 
 

  

β    

    α                                         α    

      β  

         β  

 

 

 

 

 

      

ε  
γ

α
   

 

 
 √  ε  

όςο ε    θ ζλλειψθ τείνει να γίνει κφκλοσ 

όςο ε    θ ζλλειψθ τείνει να γίνει ευκφγραμμο τμιμα 
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εξίςωςθ 
εφαπτομζνθσ 
τθσ ζλλειψθσ 

θ εξίςωςθ εφαπτομζνθσ τθσ ζλλειψθσ C με εςτίεσ τα ςθμεία 
Ε   γ    και Ε γ   , ςε κάποιο ςθμείο τθσ Μ        δίνεται από 
τθ ςχζςθ 
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εξίςωςθ τθσ 
ζλλειψθσ 

θ εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ C με εςτίεσ τα ςθμεία       γ , Ε   γ  
και ςτακερό άκροιςμα 2α είναι 

 
 
 
 

όπου   √      

 
 

 

 
 

 
 

 

  

  

β  
  

α 
   

     α  

        

  

 

 

 

 

        

  

    α   

                   

         β                                β  
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εξίςωςθ 
εφαπτομζνθσ 
τθσ ζλλειψθσ 

θ εξίςωςθ εφαπτομζνθσ τθσ ζλλειψθσ C με εςτίεσ τα ςθμεία 
      γ  και Ε   γ , ςε κάποιο ςθμείο τθσ Μ        δίνεται από 
τθ ςχζςθ 

 
 
 
 
 

 

 
 

 
 

 

  

    

α 
 

    

β    
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Ζςτω E’ και Ε δφο ςθμεία ενόσ επιπζδου. Ονομάηεται υπερβολι με εςτίεσ τα 
ςθμεία E’ και Ε ο γεωμετρικόσ τόποσ C των ςθμείων του επιπζδου των οποίων θ 
απόλυτθ τιμι τθσ διαφοράσ των αποςτάςεων από τα E’ και Ε είναι ςτακερι και 
μικρότερθ του (E’E). Τθν απόλυτθ τιμι τθσ διαφοράσ των αποςτάςεων  κάκε  
ςθμείου  τθσ  υπερβολισ  από  τισ  εςτίεσ τθν παριςτάνουμε ςυνικωσ  με  2α,  ενϊ  
τθν  απόςταςθ  των  εςτιϊν  με  2γ.   Η  απόςταςθ  E’E ονομάηεται εςτιακι 
απόςταςθ τθσ υπερβολισ. 
 

εξίςωςθ τθσ 
υπερβολισ 

θ εξίςωςθ τθσ υπερβολισ C με εςτίεσ τα ςθμεία Ε   γ   , Ε γ    
και ςτακερι διαφορά 2α είναι 

 
 
 
 

όπου β  √γ  α  

 
 

 

 
 

 

εκκεντρότθτα 
τθσ υπερβολισ 

   

                                          

 
 

 
 
 
 
 

 

  

Δ υπερβολι 

  

α 
 

  

β    

                 α              α    

                           

ε  
γ

α
   

 

 
 √ε    

θ εκκεντρότθτα ε προςδιορίηει το ςυντελεςτι 

διεφκυνςθσ τθσ κάκε αςφμπτωτθσ τθσ υπερβολισ 
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αςφμπτωτεσ 
τθσ υπερβολισ 

οι εξιςϊςεισ των αςφμπτωτων ευκειϊν τθσ υπερβολισ C με 
εςτίεσ τα ςθμεία Ε   γ   , Ε γ    και ςτακερι διαφορά 2α είναι 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

εξίςωςθ 
εφαπτομζνθσ 
τθσ υπερβολισ 

θ εξίςωςθ εφαπτομζνθσ τθσ υπερβολισ C με εςτίεσ τα ςθμεία 
    γ    και Ε γ   , ςε κάποιο ςθμείο τθσ Μ        δίνεται από 
τθ ςχζςθ 

 
 
 
 

 
 

 

  

  
β

α
     και      

β

α
   

    

α 
 

    

β    
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εξίςωςθ τθσ 
υπερβολισ 

θ εξίςωςθ τθσ υπερβολισ C με εςτίεσ τα ςθμεία Ε     γ , Ε   γ  
και ςτακερι διαφορά 2α είναι 
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αςφμπτωτεσ 
τθσ υπερβολισ 

οι εξιςϊςεισ των αςφμπτωτων ευκειϊν τθσ υπερβολισ C με 
εςτίεσ τα ςθμεία Ε     γ , Ε   γ  και ςτακερι διαφορά 2α είναι 
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θ εξίςωςθ εφαπτομζνθσ τθσ υπερβολισ C με εςτίεσ τα ςθμεία 
      γ  και Ε   γ , ςε κάποιο ςθμείο τθσ Μ        δίνεται από 
τθ ςχζςθ 
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Παρακάτω αναφέρονται οι σημαντικότερες μαθηματικές συνθήκες και οι ερμηνείες 

τους. 

 

σχέση ερμηνεία 

                                                    

                                                    

                                                  

                                                  

                                                  

                                                  

κεφάλαιο

15 μαθηματικές συνθήκες 

      Α    ή     

      

|Α|  | |    

| |  | |    

Α       

Α       

Α    και     

Α    και     

Α    ή     

Α    και     

Α    ή     
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Δφο κάκετοι μεταξφ τουσ άξονεσ δθμιουργοφν ζνα επίπεδο. Συνθκζςτερα, ο 
οριηόντιοσ άξονασ ονομάηεται άξονασ x’x, ενώ ο κατακόρυφοσ ονομάηεται άξονασ 
y’y. Οι άξονεσ αυτοί είναι βακμονομθμζνοι και τζμνονται ςτο ςθμείο       . 
Κάκε ςθμείο του επιπζδου ορίηεται από τισ ςυντεταγμζνεσ του, μια τετμθμζνθ που 
αφορά τον άξονα x’x και μια τεταγμζνθ που αντιςτοιχεί ςτον άξονα y’y. 
Με βάςθ λοιπόν τα παραπάνω θ μορφι ζκφραςθσ ενόσ ςθμείου είναι: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Η γραφικι απεικόνιςθ ενόσ ςθμείου        ςτο επίπεδο ςυντεταγμζνων φαίνεται 
ςτο ακόλουκο ςχιμα: 
 

 
  

Α 

κεφάλαιο 

16 ςθμεία ςτο επίπεδο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων 

       
 
     όνομα ςθμείου (τετμθμζνθ, τεταγμζνθ) 

y 

 

 

 

 

 

 

Ο         x 
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Το επίπεδο χωρίηεται από τουσ άξονεσ ςε τζςςερα τεταρτθμόρια, όπωσ φαίνεται 
ςτο ακόλουκο ςχιμα: 
 
 

 
 
 
  

2ο τεταρτθμόριο 
x<0  και y>0 

1ο τεταρτθμόριο 
x>0 και y>0 

3ο τεταρτθμόριο 
x<0 και y<0 

4ο τεταρτθμόριο 
x>0 και y<0 
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Έςτω ςθμείο       . Στον ακόλουκο πίνακα δίνονται οι ςυντεταγμζνεσ και 
παριςτάνονται γραφικά, τα ςυμμετρικά ςθμεία του       : 
 

Περιγραφή ςυμμετρίασ Συντεταγμένεσ 
ςημείου 

Γραφική απεικόνιςη 

ωσ προσ τον άξονα x’x          

 
ωσ προσ τον άξονα y’y          

 
ωσ προσ τθν αρχι των 
αξόνων (ςθμείο Ο(0,0)) 

          

 
ωσ προσ τθ διχοτόμο 1ου 
και 3ου τεταρτθμορίου, 
δθλαδι τθν ευκεία y=x 

        

 

Β ςυμμετρικά ςθμεία 
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Αν ζχουμε δφο ςθμεία          και         , τότε το ευκφγραμμο τμιμα ΑΒ, κα 
ζχει μικοσ που υπολογίηεται από τθ ςχζςθ: 
 
 
 
 
 
 
 

 
  

 
 
 
 
 
Έςτω δφο ςθμεία με ςυντεταγμζνεσ          και         . Οι ςυντεταγμζνεσ του 
μζςου          του ευκφγραμμου τμιματοσ ΑΒ, κα είναι: 
 
  
 
 
 
 

Γ απόςταςθ δφο ςθμείων του επιπζδου 

 

    =       B 
2 +      B 

2 

Δ ςυντεταγμζνεσ μζςου ευκφγραμμου τμιματοσ 

  
  +   

2
 
  +   

2
  

 



Παραά ρτημα 
 

 

Λίγα λόγια για το εξώφυλλο 

Στο εξώφυλλο απεικονίζεται ένα fractal. Τα fractal είναι μία τάξη πολύπλοκων 
γεωμετρικών μορφών που έχουν την ιδιότητα της αυτοομοιότητας. Τα fractal 
διαφέρουν από τα απλά σχήματα της κλασικής ή ευκλείδειας γεωμετρίας - το 
τετράγωνο, τον κύκλο, την σφαίρα κ.λπ. 

Μπορεί να περιγράψουν πολλά αντικείμενα με ακανόνιστη μορφή ή χωρικά 
ανομοιόμοια φαινόμενα στην φύση, τα οποία δεν είναι δυνατόν να περιγραφούν με 
την ευκλείδεια γεωμετρία. 

Ο όρος fractal πλάσθηκε από τον πολωνικής καταγωγής μαθηματικό Benoit Β. 
Mandelbrot από την λατινική λέξη fractus (θρυμματισμένος ή σπασμένος), για να 
εκφράσει την ιδέα ενός σχήματος τού οποίου οι διαστάσεις δεν περιγράφονται με 
ακέραιο αριθμό. Στα Ελληνικά αποδόθηκε με τον όρο Μορφοκλασματική Καμπύλη. 

Επιπλέον όμως, το εξώφυλλο αποτελεί και ένα στερεόγραμμα. 

Η τεχνική για να δει κάποιος ένα στερεόγραμμα είναι απλή αλλά απαιτεί στην αρχή, 
σχετική υπομονή και συγκέντρωση! 

Αρχικά πλησιάζουμε το πρόσωπό μας στην εικόνα και το απομακρύνουμε σταδιακά, 
κοιτώντας την εικόνα περιφερειακά και όχι εστιασμένα (όπως όταν κοιτάμε 



αφηρημένοι πχ ένα μολύβι πάνω στο γραφείο αλλά στην πραγματικότητα βλέπουμε 
θολά και το τετράδιο παραδίπλα και το γραφείο και ότι υπάρχει τριγύρω στο οπτικό 
μας πεδίο). Σε λίγα δευτερόλεπτα θα εμφανιστεί μπροστά στα έκπληκτα μάτια μας 
μια άλλη κρυφή τρισδιάστατη εικόνα που απεικονίζει κάτι διαφορετικό από αυτό 
που βλέπουμε κοιτώντας την απλά.  

Στο συγκεκριμένο στερεόγραμμα απεικονίζεται ένα μεγάλο 0, εκφράζοντας την 
αρχή και το τέλος, τον κύκλο της γνώσης. Την αιωνιότητα της μαθηματικής σκέψης. 
Το ατέρμονο της αναζήτησης της αλήθειας. 

Η τεχνική ανάπτυξης των στερεογραμμάτων, βασίζεται στα μαθηματικά και 
συγκεκριμένα στους μετασχηματισμούς Laplace. Έτσι στο εξώφυλλο τελικά 
συνδέεται άρρηκτα η ιστορία των μαθηματικών: από το τίποτα, στις σύγχρονες 
θεωρίες.  

Η εικόνα κατασκευάστηκε μέσω του δικτυακού τόπου 

www.easystereogrambuilder.com .  
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