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Γραμμικά, λζγονται τα ςυςτιματα εξιςϊςεων ςτα οποία οι άγνωςτοι εμφανίηονται 
ςτθν πρϊτθ δφναμθ. Σα γραμμικά ςυςτιματα με δφο εξιςϊςεισ και δφο αγνϊςτουσ, 
τα ονομάηουμε ςυςτιματα 2x2. 
Η γενικι μορφι που ζχει ζνα ςφςτθμα 2x2 είναι: 
 
 
 
 
 
όπου τα α   γ δ ε η   .  
Ζνα τζτοιο ςφςτθμα μπορεί να λυκεί με διάφορουσ τρόπουσ. Πριν ξεκινιςουμε 
όμωσ τθ λφςθ του πρζπει να το φζρουμε ςτθν παραπάνω μορφι (ςτθν οποία ςτο 
πρϊτο μζλοσ των εξιςϊςεων ζχουμε τουσ αγνϊςτουσ και ςτο δεφτερο τουσ 
γνωςτοφσ και μάλιςτα το x είναι κάτω από το x και το y κάτω από το y). 
  

Α 

κεφάλαιο

7 
ςυςτιματα γραμμικϊν εξιςϊςεων 

 αςικζσ ζννοιεσ 

{
α     ε
γ  δ  η
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΢τθ μζκοδο αντικατάςταςθσ ακολουκοφμε τθν παρακάτω πορεία επίλυςθσ1 
 

 
 
  

                                                
1 Ωσ « ολικι» χαρακτθρίηεται θ εξίςωςθ, θ οποία όταν λυκεί ωσ προσ τον ζναν 
άγνωςτο ι δεν δθμιουργεί κλάςματα ι δθμιουργεί κλάςματα με μικροφσ 
παρανομαςτζσ. 

 ιμα 1 

• λφνουμε τθ μία εξίςωςθ ωσ προσ τον ζναν άγνωςτο. 
(ςυνικωσ επιλζγουμε τθν πιο " ολικι1" εξίςωςθ και τον πιο " ολικό" άγνωςτο, 

ϊςτε να αποφφγουμε τθ δθμιουργία περίπλοκων παραςτάςεων) 

 ιμα 2 
•αντικακιςτοφμε αυτόν τον άγνωςτο, ωσ προσ τον 
οποίο λφςαμε τθ μία εξίςωςθ, ςτθν άλλθ εξίςωςθ 

 ιμα 3 

•αυτι θ δεφτερθ εξίςωςθ πλζον, ζχει μόνο ζναν 
άγνωςτο και ζτςι αφοφ τθ λφςουμε, προςδιορίηουμε 

τθν τιμι του 

 ιμα 4 

•τζλοσ, αντικακιςτοφμε ςε οποιαδιποτε από τισ 
εξιςϊςεισ του ςυςτιματοσ τον άγνωςτο που  ρικαμε 

και υπολογίηουμε τθν τιμι και του άλλου 

Β μζκοδοσ αντικατάςταςθσ 
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παράδειγμα 

Να λυκεί το ςφςτθμα: {
        

         
 

 
Λφςθ 
 

{
        

         
 

 
 

{
       

         
 

 
 

{
       

               
 

 
 

{
       

            
  

 

 

{
       

            
 

{
       
       

 
{

       
  

  
  

   

  

  

 

 
     

{
       

    
          

 

{
          

    
 

 
 

{
   
    

 

 
Επομζνωσ θ (μοναδικι) λφςθ του ςυςτιματοσ είναι θ             . 
  

πιο « ολικι» δείχνει θ πρϊτθ 
εξίςωςθ, τθν οποία κα λφςουμε 
ωσ προσ y 
 

αντικακιςτοφμε ςτθ δεφτερθ 
εξίςωςθ, όπου y το       

θ δεφτερθ εξίςωςθ ζχει πλζον 
μοναδικό άγνωςτο το x, οπότε 
και τθν λφνουμε 

θ τιμι του x ζχει προςδιοριςτεί. Για 
να υπολογίςουμε και το y, 
αντικαταςτοφμε ςτθν πρϊτθ εξίςωςθ, 
όπου x το -1 
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παρατθριςεισ 

 Μποροφμε αντί για τουσ δφο ςυντελεςτζσ του x, 
να χρθςιμοποιιςουμε ςτθν επίλυςθ του 
ςυςτιματοσ τουσ ςυντελεςτζσ του y. 

 Μποροφμε να πολλαπλαςιάςουμε τθν πρϊτθ 
εξίςωςθ με τον αντίθετο του ςυντελεςτι του x τθσ 
δεφτερθσ, και τθν δεφτερθ εξίςωςθ με τον 
ςυντελεςτι του x τθσ πρϊτθσ. 

 Αν οι ςυντελεςτζσ του x (ι του y) είναι από τθν 
αρχι αντίκετοι (δθλαδι πριν πολλαπλαςιάςουμε) 
προςκζτουμε κατ’ ευκείαν τισ εξιςϊςεισ. 

 

 

 
 
 
 
Για τθν επίλυςθ ενόσ ςυςτιματοσ με αυτι τθ μζκοδο, ακολουκοφμε τθν παρακάτω 
πορεία επίλυςθσ. 
 

 
 
 
  

 ιμα 1 

•Πολλαπλαςιάηουμε τθν πρϊτθ εξίςωςθ με το ςυντελεςτι του x τθσ 
δεφτερθσ εξίςωςθσ 

•Πολλαπλαςιάηουμε τθν δεφτερθ εξίςωςθ με τον αντίθετο από τον 
ςυντελεςτι του x τθσ πρϊτθσ 

 ιμα 2 

•Προςκζτουμε κατά μζλθ τισ δφο εξιςϊςεισ (οπότε προκφπτει μια νζα 
εξίςωςθ με ζνα άγνωςτο, τθν οποία ςυνδυάηουμε με οποιαδιποτε από τισ 
προθγοφμενεσ μασ εξυπθρετεί 

 ιμα 3 
•Επιλφουμε τθν εξίςωςθ με τον ζνα άγνωςτο και ό,τι  ροφμε το 
αντικακιςτοφμε ςτθν άλλθ 

Γ μζκοδοσ αντίκετων ςυντελεςτϊν 
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παράδειγμα 
 

Να λυκεί το ςφςτθμα {
        

         
 

 
λφςθ 
 

{
        

         
  

 
 
     

     
{

        
         

 

 

 

   {
         
         

 

 
 

{
       

         
 

 
 

{

   

   
  

  

   
         

 

  
 

{
    

         
 

 
 

{
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  {
    

       
{
    
 

 
  

  

 

  {
    
   

 

         
δθλαδι θ λφςθ του ςυςτιματοσ είναι θ             . 
  

Εξυπθρετεί καλφτερα να δουλζψουμε με 
τουσ ςυντελεςτζσ του y. Πολλαπλαςιάηουμε 
τθν πρϊτθ εξίςωςθ με -5 και τθν δεφτερθ με 
-1 (τον αντίκετο του 1). 
 

Προςκζτουμε κατά μζλθ τισ δφο εξιςϊςεισ 
και ωσ δεφτερθ εξίςωςθ κρατάμε 
οποιαδιποτε από τισ προθγοφμενεσ 
 

Προςδιορίςαμε το x. Σϊρα κα το 
αντικαταςτιςουμε ςτθν δεφτερθ εξίςωςθ 
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Για ζνα γραμμικό ςφςτθμα 2x2  
 
 
 
 
 
 
θ ορίηουςα είναι  
 
 
 
 
 
 Εκτόσ από τθν ορίηουςα D, το ςφςτθμα ζχει επιπλζον τισ ορίηουςεσ    και   . Για 

τον υπολογιςμό τθσ   , αντικακιςτοφμε ςτθν D τουσ ςυντελεςτζσ του x, με τουσ 
ςτακεροφσ όρουσ και για τθν    τουσ ςυντελεςτζσ του y με τουσ ςτακεροφσ όρουσ. 

Οπότε: 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
  

Δ μζκοδοσ οριηουςϊν 

{
α     ε
γ  δ  η

 

  |
α

γ

 

δ
|  α  δ   γ 

   |
ε

η

 

δ
|  ε  δ   η 

   |
α

γ

ε

η
|  α  η ε  γ 
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Για να λφςουμε ζνα ςφςτθμα με τθ μζκοδο των οριηουςϊν ακολουκοφμε τθν 
παρακάτω πορεία2: 
 
 

  
  

                                                
1 Εκτόσ αν α    γ  δ    και ε≠0 ι η≠0 οπότε είναι αδφνατο 

Τπολογίηουμε τισ ορίηουςεσ 
D, D , D  του ςυςτιματοσ 

Aν D≠0 τότε το 
ςφςτθμα ζχει 
μία λφςθ, τθν 

 

   

Αν D=0 και 

ι   

τότε το 
ςφςτθμα είναι 
ΑΔΤΝΑΣΟ 

Αν D=0 και 

και  

το ςφςτθμα 
ζχει ΑΠΕΙΡΕ΢ 

ΛΤ΢ΕΙ΢1 
      (

  

 
 
  

 
) 
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Παραμετρικά λζγονται τα ςυςτιματα ςτα οποία εκτόσ από τουσ δφο αγνϊςτουσ 
υπάρχει και άλλο γράμμα (ςυνικωσ λ) που ονομάηεται παράμετροσ. Και ςε αυτι 
τθν περίπτωςθ, όπωσ και ςτισ παραμετρικζσ εξιςϊςεισ, θ παράμετροσ δεν πρζπει να 
αντιμετωπίηεται ωσ άγνωςτοσ. Πρόκειται για ζνα γράμμα, που ανάλογα με τθν τιμι 
του, τροποποιείται θ ικανότθτα ενόσ ςυςτιματοσ να λυκεί. Ζτςι ενδεχομζνωσ για 
κάποιεσ τιμζσ τθσ παραμζτρου, το ςφςτθμα να δίνει μία μοναδικι λφςθ, ενϊ 
κάποιεσ άλλεσ τιμζσ τθσ να κακιςτοφν το ςφςτθμα αδφνατο ι με άπειρεσ λφςεισ. 
Σα παραμετρικά ςυςτιματα λφνονται μόνο με τθ μζκοδο των οριηουςϊν, με  άςθ 
τθν παρακάτω πορεία: 
 

 
 

Τπολογίηουμε τισ ορίηουςεσ  

  

του ςυςτιματοσ 

Κάνουμε διερεφνθςθ, 
δθλαδι ελζγχουμε για 

ποιεσ τιμζσ τησ παραμζτρου 
ιςχφει 

  

Για τισ τιμζσ τησ παραμζτρου  για τισ 
οποίεσ 

 

το ςφςτθμα ζχει μοναδικι λφςθ, τθν  

 

 

Για  τισ τιμζσ τθσ παραμζτρου για τισ 
οποίεσ 

 

 

το ςφςτθμα είναι ΑΔΤΝΑΣΟ ι ζχει 
ΑΠΕΙΡΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Ε παραμετρικά ςυςτιματα 

          

     ι     

    

      (
  

 
 
  

 
) 
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παράδειγμα 

Να λυκεί το ςφςτθμα {
λ    λ  

λ      λ
  για τισ διάφορεσ τιμζσ τθσ παραμζτρου λ    

 
λφςθ 
 
Η ορίηουςα του ςυςτιματοσ είναι: 
  

  |
λ

λ 
  

  
|     λ  λ  λ λ    

 
Κάνουμε διερεφνθςθ: 
 

 Αν     δθλαδι αν λ λ       οπότε λ     και λ    ζχουμε 
 

   |
λ  

λ

  

  
|      λ    λ    λ    

 
και 
 

   |
λ

λ 
λ  

λ
|  λ  λ   λ          λ   λ  λ    

 
οπότε: 
 

  
  

 
 

  λ   

λ λ   
  

 

λ
 

και  

  
  

 
 

 λ  λ   

λ λ   
  λ 

 
άρα 

      ( 
 

λ
  λ) 

  
 

 Αν D=0 δθλαδι αν λ=0 ι λ=2 ζχουμε: 
 

 αν λ=0 το ςφςτθμα με αντικατάςταςθ δίνει {
–     
     

 οπότε ζχουμε {
   
   

  

που δεν μπορεί να ιςχφει, επομζνωσ το ςφςτθμα είναι ΑΔΤΝΑΣΟ 
  



 

 Μακθμαγικά 

51 

 αν λ=2 το ςφςτθμα με αντικατάςταςθ δίνει {
      
      

 οπότε ζχουμε  

     

    
{
  –    
      

 

 
επομζνωσ: 
 

{
         
       

 

 
και με πρόςκεςθ κατά μζλθ παίρνουμε        . Επομζνωσ το 
ςφςτθμα ζχει άπειρεσ λφςεισ.  
 
Λφνουμε τθ μια εξίςωςθ του ςυςτιματοσ ωσ προσ τον ζνα άγνωςτο, οπότε:  
      . 
 
Άρα θ μορφι3 των άπειρων λφςεων του ςυςτιματοσ είναι: 
 

               
 
με    . 

 

                                                
3 ΢τα ςυςτιματα με άπειρεσ λφςεισ, δεν αρκεί να αναφζρουμε ότι το πλικοσ των 
λφςεων είναι άπειρο. Θα πρζπει να αναφζρουμε τθ μορφι που ζχουν οι άπειρεσ 
λφςεισ. ΢το παράδειγμα που δόκθκε, το ηεφγοσ τιμϊν             αποτελεί λφςθ, 
αφοφ υπακοφει ςτθ μορφι               , ενϊ το ηεφγοσ τιμϊν             
δεν αποτελεί λφςθ του ςυςτιματοσ (επομζνωσ δεν ανικει ςτισ άπειρεσ λφςεισ), 
αφοφ δεν επαλθκεφει τθ μορφι                 ΢ε αντίκεςθ λοιπόν με μια 
εξίςωςθ απείρων λφςεων, ςτθν οποία οποιαδιποτε τιμι του x τθν επαλθκεφει, ζνα 
ςφςτθμα άπειρων λφςεων επαλθκεφεται για ςυγκεκριμζνθ μορφι άπειρων ηευγϊν 
λφςεων. 


